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    Δύν ζεκαληηθέο έλλνηεο ηεο αλάιπζεο πηλάθσλ, πνπ δίλνπλ πιεξνθνξίεο ζρεηηθά 
κε ηε δηαγσλνπνίεζε ελόο πίλαθα, ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο, όπσο ηελ 
επζηάζεηα, ηελ αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά,  είλαη  νη ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα 
ελόο πίλαθα. 
    Έηζη νη ηδηνηηκέο ελόο πίλαθα έρνπλ επξύ θάζκα εθαξκνγώλ, ζηε κεραληθή, όπνπ 
νη ηδηνηηκέο θαζνξίδνπλ ηελ αληνρή ελόο θηεξίνπ, ζηελ αεξνλαππεγηθή όπνπ νη 
ηδηνηηκέο θαζνξίδνπλ ηελ νκαιόηεηα ηεο πηήζεο ηνπ αεξνζθάθνπο θαη ζε δηάθνξεο 
πνιπκεηαβιεηέο ηερληθέο αλάιπζεο βηνταηξηθώλ δεδνκέλσλ.               
    Όκσο ζηε πξαγκαηηθόηεηα ππάξρεη έλα ζθάικα ζηνπο ππνινγηζκνύο πνπ κπνξεί 
λα νθείιεηαη ζηελ εθηέιεζε ελόο αιγνξίζκνπ, ζηελ αθξίβεηα νξγάλσλ κέηξεζεο, 
ζηελ πεπεξαζκέλε ηθαλόηαηα ππνινγηζκνύ ησλ Η/Υ, κπνξνύλ λα πξνθαιέζνπλ 
ειιηπή ζηνηρεία ζηα ζύλνια δεδνκέλσλ, έηζη απηή ε απνπζία ησλ ζηνηρείσλ πξνθαιεί 
πξνβιήκαηα ζε δηάθνξεο πνιπκεηαβιεηέο ηερληθέο αλάιπζεο δεδνκέλσλ. Με ηε 
βνήζεηα ηεο ζεσξίαο δηαηαξαρώλ δηαπηζηώλεηαη ην κέγεζνο ηεο επίδξαζεο ησλ 
ζθαικάησλ ζηε αθξηβή ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο.  
    Σηελ παξνύζα πηπρηαθή εξγαζία αλαθέξεηαη  ε ζεσξία δηαηαξαρήο ησλ ηδηνηηκώλ 
ησλ πηλάθσλ, ε νπνία κειεηά ηξόπνπο παξάθακςεο ησλ πξνβιεκάησλ πνπ 
πεξηγξάθεθαλ παξαπάλσ. Εηδηθόηεξα, ζθνπόο ηεο ελ ιόγσ πηπρηαθήο εξγαζίαο είλαη 
ε αλαζθόπεζε ηεο ππάξρνπζαο βηβιηνγξαθίαο-αξζξνγξαθίαο ζρεηηθά κε ηε 
δηαηαξαρή ησλ ηδηνηηκώλ ησλ πηλάθσλ, ε  εθαξκνγή ηεο ζεσξίαο γηα ηελ αλάπηπμε 
κεζόδσλ, ηε δεκηνπξγία θαη πινπνίεζε λέσλ θσδίθσλ θαζώο θαη ηε ζύγθξηζε απηώλ 
ησλ κεζόδσλ κε ζηόρν ηελ αμηνιόγεζε ηεο απνηειεζκαηηθόηεηάο ηνπο. 
Κάζε θεθάιαην απηήο ηεο πηπρηαθήο εξγαζίαο αξηζκείηαη θαη ππνδηαηξείηαη ζε 
ελόηεηεο νη νπνίεο αξηζκνύληαη κε δπν αξηζκνύο. Ο πξώηνο αξηζκόο αλαθέξεηαη ζην 
θεθάιαην, ν δεύηεξνο ζηελ ελόηεηα. Επίζεο, νη νξηζκνί, ηα ζεσξήκαηα, νη πξνηάζεηο, 
νη αιγόξηζκνη, ηα ζρόιηα θαη ηα παξαδείγκαηα αξηζκνύληαη κε δύν αξηζκνύο, από 
ηνπο νπνίνπο ν πξώηνο αληηζηνηρεί ζην θεθάιαην θαη ν δεύηεξνο ζηε ζεηξά εκθάληζεο 
ηνπο. 
     Σην πξώην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη νη βαζηθέο έλλνηεο ηεο ζεσξίαο πηλάθσλ, πνπ 
είλαη απαξαίηεηεο λα αλαθεξζνύλ γηα ηα παξαθάησ θεθάιαηα, όπσο γηα παξάδεηγκα, 
ε νξίδνπζα, ηδηνηηκέο θαη ηδηνδηαλύζκαηα θαζώο θαη νη ζεκαληηθόηεξεο ηδηόηεηεο 
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly





ηνπο, επηπιένλ, αλαθέξνληαη ηα ζεκαληηθόηεξα ζεσξήκαηα ζρεηηθά κε ηε 
δηαγσλνπνίεζε πίλαθα. Σην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ γίλεηαη αλαθνξά ζηνπο νξηζκνύο 
θαη ζηηο ηδηόηεηεο γηα ηηο λόξκεο πίλαθα.  
     Τν δεύηεξν θεθάιαην επηθεληξώλεηαη ζηε ζεσξία δηαηαξαρήο πίλαθα, όπνπ 
δηαηππώλνληαη ηα ζεκαληηθόηεξα ζεσξήκαηα θαη πνξίζκαηα δηαηαξαρήο, ζηα νπνία 
βαζίζηεθαλ νη αιγόξηζκνη πνπ αλαπηύρζεθαλ θαη νη θώδηθεο πνπ γξάθηεθαλ. 
Σπγθεθξηκέλα, αλαθέξεηαη ην ζεώξεκα Geršgorin θαη κέζα από ζρόιηα θαη 
παξαδείγκαηα αλαπηύζζνληαη νη εθαξκνγέο ηνπ. Σηε ζπλέρεηα, κε ηε βνήζεηα ηνπ 
ζεσξήκαηνο ησλ Ostrowsky-Elsner, γίλεηαη ε δηαηαξαρή νπνηνπδήπνηε πίλαθα κε ηε 
ρξήζε ηπραίνπ πίλαθα κε θαηάιιεια κηθξή λόξκα. Σην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ, 
αλαπηύζζεηαη έλαο αιγόξηζκνο δηαηαξαρήο πίλαθα κε ηε ρξήζε ελόο ηπραίνπ πίλαθα 
θαη δύν ηπραίσλ πξαγκαηηθώλ κεηαβιεηώλ, βαζηδόκελνο ζηε ζεσξία ηνπ 
γεληθεπκέλνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Levinger. 
     Σην ηξίην θεθάιαην, αλαθέξνληαη ζεσξήκαηα δηαηαξαρήο γηα ζπκκεηξηθνύο 
πίλαθεο θαζώο επίζεο παξαηίζεληαη  ηξεηο  εθαξκνγέο δηαηαξαρήο ηδηνηηκώλ πνπ 
ζρεηίδνληαη κε γλσζηά ζεσξήκαηα, πξνθεηκέλνπ λα ππνινγηζηνύλ νη πιεζηέζηεξνη 
πξνζεγγηζηηθά ζεηηθά εκηνξηζκέλνη πίλαθεο θαη λα παξαθακθζνύλ ηα «πξνβιήκαηα» 
πνπ πξνθαιεί ε ανξηζηία ησλ πηλάθσλ. Εηδηθόηεξα, νη κέζνδνη δηαηαξαρήο ηδηνηηκώλ 
ζπκκεηξηθώλ πηλάθσλ, νη νπνίεο ζα παξνπζηαζηνύλ ζηελ παξνύζα ελόηεηα είλαη 
ηξεηο θαη είλαη: ε κέζνδνο ππεξηζρύνληνο δηαγώληνπ πίλαθα, ε κέζνδνο ζεηηθώλ 
θύξησλ ππν-νξηδνπζώλ θαη ε κέζνδνο πίλαθα βαζκνύ 1. Επηπιένλ, ζην θεθάιαην 
απηό παξνπζηάδνληαη νξηζκέλα κέηξα γηα ηε ζύγθξηζε όισλ ησλ παξαπάλσ κεζόδσλ 
δηαηαξαρήο, ηα νπνία ζρεηίδνληαη κε : λόξκεο (λόξκα γξακκήο θαη ηε θαζκαηηθή 
λόξκα), ηε δηαθνξά απνιύησλ ηηκώλ θαη ην δείθηε θαηάζηαζεο (condition number) 
ησλ αληίζηνηρσλ πηλάθσλ. 
      Σην ηέινο ηεο πηπρηαθήο εξγαζίαο αθνινπζνύλ ε βηβιηνγξαθία κε ηα ζρεηηθά 
ζπγγξάκκαηα, θαζώο θαη ην παξάξηεκα. Σην παξάξηεκα δίλνληαη νη θώδηθεο ζε 
Matlab πνπ αλαπηύρζεθαλ ζηε παξνύζα εξγαζία γηα ηνλ ππνινγηζκό δηαηαξαρώλ 
πηλάθσλ, πνπ αθνξνύλ ζηνπο αιγνξίζκνπο ησλ Κεθαιαίσλ 2 θαη 3. 
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1.1 Οξηζκνί θαη ζπκβνιηζκνί 
Σηελ παξνύζα πηπρηαθή ην ζύλνιν πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ ζπκβνιίδεηαη κε , 
θαη ην ζύλνιν  ησλ κηγαδηθώλ . Με ην ζύκβνιν  δειώλεηαη είηε ην ζύλνιν ησλ 
πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ είηε ην ζύλνιν ησλ κηγαδηθώλ αξηζκώλ.  
Δπίζεο ην ζύλνιν ησλ m n  πηλάθσλ ζπκβνιίδεηαη 
m nM   θαη ην ζύλνιν ησλ  
ηεηξαγσληθώλ n n  πηλάθσλ ζπκβνιίδεηαη 
nM . 
Έλαο πίλαθαο ζεκεηώλεηαη κε θεθαιαίν γξάκκα θαη ζην ζύλνιν ησλ πηλάθσλ ζην 
νπνίν αλήθεη θαη ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα m nA M   ζεκεηώλνληαη ija , όπνπ 1 i m    
θαη 1 j n  . 
Έλαο m n  πίλαθαο ιέγεηαη κεδεληθόο, αλ όια ηα ζηνηρεία ηνπ είλαη ίζα κε κεδέλ 
θαη ζπκβνιίδεηαη κε . 
Έλαο 
ij m nA a M     , ν αλάζηξνθνο ζεκεηώλεηαη 
T
ji n mA a M     . 
Έλαο 
m nA M   κε κηγαδηθά ζηνηρεία ij ija  i , ,ij ija   ,  ιέγεηαη ζπδπγήο, αλ γηα 
θάζε ,i j  ηζρύεη   ij ija  i , θαη ζπκβνιίδεηαη A .  
Ο πίλαθαο  TA  νλνκάδεηαη αλαζηξνθνζπδπγήο ηνπ A θαη ζπκβνιίδεηαη κε Α*. Ιζρύεη 
όηη  *
TTA A A  .  
Έλαο ηεηξαγσληθόο πίλαθαο 
nA M  ιέγεηαη ζπκκεηξηθόο, αλ γηα θάζε ,i j  ηζρύεη   
ij jia a , δειαδή αλ θαη κόλν αλ ηζρύεη 
TA A . 
Σπλήζσο, ε έλλνηα ηνπ ζπκκεηξηθνύ πίλαθα ζπλδέεηαη κε ηελ παξαπάλσ ζρέζε γηα 
έλαλ πίλαθα πνπ έρεη πξαγκαηηθά ζηνηρεία. Σηελ παξνύζα πηπρηαθή, όηαλ 
αλαθεξόκαζηε ζε ζπκκεηξηθό πίλαθα ζα ελλννύκε, ηεηξαγσληθό πίλαθα κε 
πξαγκαηηθά ζηνηρεία πνπ ηθαλνπνηεί TA A . 
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Έλαο 
nA M  ιέγεηαη αληηζπκκεηξηθόο, αλ γηα θάζε ,i j  ηζρύεη  ij jia a  , δειαδή 
αλ θαη κόλν αλ ηζρύεη TA A  . 
Έλαο πίλαθαο κε κηγαδηθά ζηνηρεία 
nA M  γηα ηνλ νπνίν ηζρύεη 
*A A  νλνκάδεηαη 
Δξκηηηαλόο, ελώ αλ ηζρύεη  *A A   νλνκάδεηαη αληηεξκηηηαλόο. 
Έλαο πξαγκαηηθόο ηεηξαγσληθόο πίλαθαο 
nA M  ιέγεηαη θαλνληθόο, αλ ηζρύεη 
.T TA A AA  
Έλαο ηεηξαγσληθόο πίλαθαο 
nA M  κε ζηνηρεία πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο ιέγεηαη 
νξζνγώληνο, αλ ηζρύεη  
TT
nA A AA I , 
όπνπ  
nI  ζπκβνιίδεη ην  κνλαδηαίν πίλαθα. 
Αλ ν πίλαθαο 
nA M  έρεη κηγαδηθά ζηνηρεία θαη ηζρύεη  
* *
nA A AA I , 
ν πίλαθαο νλνκάδεηαη νξζνκνλαδηαίνο. 
 
Γηα έλαλ ηεηξαγσληθό πίλαθα nA M  ε νξίδνπζα ηνπ πίλαθα ζεκεηώλεηαη κε  det A .  
Έλαο πίλαθαο nA M ιέγεηαη αληηζηξέςηκνο αλ θαη κόλν αλ ππάξρεη nB M  
ηέηνηνο ώζηε:   
                                                            nAB BA I  .                                              (1.1) 
Απνδεηθλύεηαη όηη ν nA M  είλαη αληηζηξέςηκνο αλ θαη κόλν αλ  
det 0A . 
Ο πίλαθαο B  ζηελ (1.1) νλνκάδεηαη αληίζηξνθνο ηνπ A  θαη ζπκβνιίδεηαη κε 1A . 
 
 
Οξηζκόο 1.1 [8, 11] 
Έζησ ν ηεηξαγσληθόο πίλαθαο nA M  θαη έλα κε κεδεληθό δηάλπζκα 1nxx M  ηέηνην 
ώζηε λα ηζρύεη:   
                                                          ,Ax x                                                          (1.2) 
γηα θάπνην  . Η ηηκή ηνπ   νλνκάδεηαη ηδηνηηκή (eigenvalue) ηνπ πίλαθα A θαη 
ην x  νλνκάδεηαη ηδηνδηάλπζκα (eigenvector) ηνπ A, αληίζηνηρν ηεο ηδηνηηκήο  .  
JF1F
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Γηα θάζε ηδηνηηκή  , ην ζύλνιν ησλ ιύζεσλ ηνπ γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο (1.2) 
νλνκάδεηαη ηδηόρσξνο ηεο   θαη ζεκεηώλεηαη κε ( )V  .    
Οη ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα νλνκάδνληαη ραξαθηεξηζηηθά πνζά ή 
ηδηνπνζά ηνπ πίλαθα A . 
Τν ζύλνιν ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ πίλαθα A ζπκβνιίδεηαη ( )A  θαη νλνκάδεηαη 
θάζκα (spectrum) ηνπ πίλαθα. Από όιεο ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα, απηή πνπ έρεη ηε 
κεγαιύηεξε απόιπηε ηηκή νλνκάδεηαη θαζκαηηθή αθηίλα (spectral radius) θαη 
ζπκβνιίδεηαη ( )A , δειαδή 
                                               ma }x :  {  A A    .                                    (1.3) 
 
 
Οξηζκόο 1.2 [13] 
Τν δηάλπζκα πνπ ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε (1.2) νλνκάδεηαη δεμηό ηδηνδηάλπζκα ηεο 
ηδηνηηκήο  .  
Αληίζηνηρα σο αξηζηεξό ηδηνδηάλπζκα ηεο ηδηνηηκήο   νξίδεηαη, ην δηάλπζκα  
1ny M  ,  πνπ ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε:  
                                               TA y y      ή       T Ty A y ,                                 (1.4) 
 
 
Οξηζκόο 1.3  
Χαξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν  A   ηνπ πίλαθα nA M  νλνκάδεηαη ην n -
νζηνύ βαζκνύ πνιπώλπκν κε ζπληειεζηέο ,  0,1, , 1j j n    γηα ην νπνίν ηζρύεη: 
                              1 21  2 01 –  –  ( )
n n n n
nA n      
 
   ,                     (1.5) 
θαη ππνινγίδεηαη από ηελ αθόινπζε εμίζσζε, πνπ νλνκάδεηαη ραξαθηεξηζηηθή 
εμίζσζε 




Οη ηδηνηηκέο   ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα A  είλαη νη ξίδεο ηεο ραξαθηεξηζηηθήο 
εμίζσζεο (1.6).               
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Απόδεημε:  
Φξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (1.2), αλ   ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα Α θαη x  ην αληίζηνηρν 
κε κεδεληθό ηδηνδηάλπζκά ηεο ηζρύεη:  
                            0.Ax x Ax Ix A I x                                   
Τν παξαπάλσ γξακκηθό νκνγελέο ζύζηεκα έρεη κε κεδεληθή ιύζε αλ θαη κόλν αλ  
 det 0A I  , 
από όπνπ είλαη θαλεξό όηη νη ηδηνηηκέο είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο (1.6).                    □ 
 
 
Σύκθσλα κε ηελ Πξόηαζε 1.1 νη ξίδεο ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο (1.6) 
είλαη νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A , ζπλεπώο επηιύνληαο ηε ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε 
(1.6) ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ζηελ (1.5) κπνξεί λα παξαγνληνπνηεζεί από ηηο 
ξίδεο ηεο εμίζσζεο ζηε κνξθή  
                        1 21 2   θ) α( η k
n n n
k i jA                .            (1.7) 
Ο αξηζκόο ησλ θνξώλ πνπ εκθαλίδεηαη κηα ηδηνηηκή ζην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν 
ηνπ πίλαθα 
nA M  νλνκάδεηαη αιγεβξηθή πνιιαπιόηεηα ηεο ηδηνηηκήο i  θαη 
ζεκεηώλεηαη κε in . Αλ ε αιγεβξηθή πνιιαπιόηεηα κηαο ηδηνηηκήο είλαη ίζε κε ηε 
κνλάδα, ηόηε απηή ε ηδηνηηκή ραξαθηεξίδεηαη απιή, ζε δηαθνξεηηθή πεξίπησζε ε 
ηδηνηηκή ραξαθηεξίδεηαη από ηελ πνιιαπιόηεηά ηεο.  
Η δηάζηαζε ηνπ ηδηόρσξνπ (δειαδή ν κέγηζηνο αξηζκόο ησλ γξακκηθώλ 
αλεμάξηεησλ ηδηνδηαλπζκάησλ) νλνκάδεηαη γεσκεηξηθή πνιιαπιόηεηα ηεο 
ηδηνηηκήο i , θαη ζπκβνιίδεηαη κε  idimV  . Απνδεηθλύεηαη όηη γηα ηε γεσκεηξηθή 
πνιιαπιόηεηα ηζρύεη                                                   
                                             –i nidimV n r Iank A   ,                                   (1.8) 




Αλ in  είλαη ε αιγεβξηθή πνιιαπιόηεηα ηεο ηδηνηηκήο i , ηόηε  ηζρύεη            
                                                  )  (1 i idimV n  ,                                                   (1.9) 
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όπνπ ( )idimV   ζεκεηώλεη ηε δηάζηαζε ηνπ αληίζηνηρνπ ηδηόρσξνπ ηεο i . Γειαδή, ε 




Παξάδεηγκα   1.1 











Να βξεζνύλ νη ηδηνηηκέο  θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα  ηνπ πίλαθα A . 
Λύζε: 
Υπνινγίδνπκε ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ πίλαθα A  εθαξκόδνληαο ηελ (1.6) 
έρνπκε:  
   
2
4 5 1















 Σύκθσλα κε ηελ πξόηαζε 1.1, νη ηδηνηηκέο ζα είλαη νη ξίδεο ηεο ραξαθηεξηζηηθήο 
εμίζσζεο ζηελ (1.6) 
( ) 0A A I          
2
1 2   0 1            ή   2  . 
Τν θάζκα ηνπ πίλαθα Α είλαη  
   1, 1,  2 .A     
Παξαηεξνύκε όηη ε ηδηνηηκή 1   είλαη δηπιή, ελώ ε ηδηνηηκή 2   είλαη απιή. 
 Γηα ηελ ηδηνηηκή 1    ιύλνπκε ην ζύζηεκα: 




4 1 5 1
2 3 1 1 0




    
     
   
       
 
1 2 3 5 –  5 0 x x x    θαη  1 2 32 2  0x x x      1 2x x  
 θαη 3  0x  . 
Άξα είλαη ην ζύλνιν ησλ ιύζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο γηα ηελ ηδηνηηκή 1      
  
1 2
2 2 2 2
3
1
V(-1)={ 1 ,  }
0 0
x x
x x x x
x
     
       
     
          
, 
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. Δπεηδή ε ηδηνηηκή 1    
είλαη δηπιή (1.9) επαιεζεύεηαη από ηε ζρέζε (1 1  2)dimV   ,
 
πνπ εδώ είλαη 
( 1) 1 dimV   . 
 Γηα ηελ ηδηνηηκή 2   ιύλνπκε ην ζύζηεκα: 
 ( 2  0)A I x  
4 2 5 1
2 3 2 1















    
1 2 3 2 –  5 0x x x    θαη 3  0x  1 2
5
2
  x x  θαη 3  0x  . 











































. Δπεηδή ε ηδηνηηκή 2   είλαη απιή είλαη θαλεξό όηη 
2) 1 (dimV   επαιεζεύνληαο ηελ (1.9)                                                                           □ 
 
 
Γηα ηα ραξαθηεξηζηηθά πνζά ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα nA M  νη 
βαζηθόηεξεο ηδηόηεηεο δηαηππώλνληαη ζηελ επόκελε πξόηαζε, ε απόδεημε ησλ νπνίσλ 
κπνξεί λα αλαδεηεζεί ζε νπνηνδήπνηε ζύγγξακκα Γξακκηθήο Άιγεβξαο, πνπ 




1. Έστω nA M  και 1 2, ,..., n    λα είλαη νη ηδηνηηκέο ηνπ A . Τόηε ηζρύνπλ: 
i. 1 2det .nA       
ii. Ο πίλαθαο nA M  είλαη αληηζηξέςηκνο, αλ θαη κόλν αλ δελ έρεη ην 
κεδέλ σο  ηδηνηηκή. 
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2.  Αλ , x  είλαη ραξαθηεξηζηηθά πνζά ηνπ nA M , ηόηε γηα ηα ραξαθηεξηζηηθά 
πνζά ηνπ πίλαθα kA  ηζρύεη k kA x x  , k , όπνπ  ην ζύλνιν ησλ αθέξαησλ 
αξηζκώλ. 
3.  Αλ , x  είλαη ηα ραξαθηεξηζηηθά πνζά ελόο αληηζηξέςηκνπ πίλαθα nA M , ηόηε 
ηα ραξαθηεξηζηηθά πνζά ηνπ πίλαθα kA  είλαη k  θαη x  αληίζηνηρα, όπνπ 
k .       
4. Γηα θάζε nA M  ηζρύεη όηη νη A , 
TA  έρνπλ ην ίδην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν 
άξα θαη ηηο ίδηεο ηδηνηηκέο, επνκέλσο ηζρύεη: 
i.       .TA A   
ii. 
TA y y , ην αξηζηεξό ηδηνδηάλπζκα y  ηνπ A  νξίδεηαη θαη σο δεμηό 
ηδηνδηάλπζκα ηνπ TA . 
5. Γηα θάζε Δξκηηηαλό (ζπκκεηξηθό) πίλαθα nA M  ηζρύνπλ:  
i. Οη ηδηνηηκέο είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί. 
ii. Αλ 1 2,   x x δύν ηδηνδηαλύζκαηα πνπ αληηζηνηρνύλ ζε δηαθνξεηηθέο ηδηνηηκέο    
   ηόηε, απηά είλαη θάζεηα θαη ηζρύεη  1 2  0
T
x x  . 
iii. Τν δεμηό θαη αξηζηεξό ηδηνδηάλπζκα ζηελ ίδηα ηδηνηηκή ηαπηίδνληαη. 
 
 
Οξηζκόο 1.4 [12, Οξηζκόο 1.6], [8, Οξηζκόο 9.4] 
Έζησ nA M  έλαο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο. Αλ γηα θάζε πξαγκαηηθό κε κεδεληθό 


















x Ax a x x

   
νλνκάδεηαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο πίλαθαο (positive semidefinite matrix) ή κε-
αξλεηηθά νξηζκέλνο πίλαθαο (non-negative definite matrix). 
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Οξηζκόο 1.5 
Έζησ nA M  ζπκκεηξηθόο πίλαθαο. Αλ γηα θάζε πξαγκαηηθό κε κεδεληθό 
1 nxx M ηζρύεη 0 ,
Tx Ax  ηόηε ν πίλαθαο A  νλνκάδεηαη αξλεηηθά νξηζκέλνο 
(negative definite), ελώ όηαλ ηζρύεη 0Tx Ax   νλνκάδεηαη αξλεηηθά εκηνξηζκέλνο 
πίλαθαο (negative semidefinite matrix). 
 
 
Γηα λα δηαπηζηώζνπκε αλ έλαο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο 
εθαξκόδνπκε έλα από ηα θξηηήξηα πνπ δηαηππώλνληαη ζηελ επόκελε πξόηαζε, ε 
απόδεημε ηεο κπνξεί λα βξεζεί ζε νπνηνδήπνηε ζύγγξακκα Γξακκηθήο Άιγεβξαο, 
όπσο γηα παξάδεηγκα [8, Πξνηάζεηο 9.2 θαη 9.3], [10, Theorems 7.2.1 θαη 7.2.5].  
 
 
Πξόηαζε 1.4  
i)  Έλαο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο nA M  είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο πίλαθαο αλ θαη κόλν 
αλ νη ηδηνηηκέο ηνπ είλαη ζεηηθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί θαη είλαη ζεηηθά 
εκηνξηζκέλνο αλ θαη κόλν αλ κεηαμύ ησλ ζεηηθώλ ηδηνηηκώλ ηνπ ππάξρεη 
ηνπιάρηζηνλ κία ίζε κε κεδέλ. 














 1,2, ,m n . 
Τόηε, ν πίλαθαο A  είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο αλ θαη κόλν αλ det 0mA  , γηα θάζε      
1,2, ,m n  . 
 
 
Όκνηα κε ηελ παξαπάλσ πξόηαζε, πξνθεηκέλνπ λα δηαπηζηώζνπκε αλ έλαο 
ζπκκεηξηθόο πίλαθαο είλαη αξλεηηθά νξηζκέλνο, εθαξκόδνπκε έλα από ηα θξηηήξηα 
πνπ δηαηππώλνληαη ζηελ επόκελε πξόηαζε, ηελ απόδεημε κπνξνύκε λα ηε βξνύκε ζε 
νπνηνδήπνηε ζύγγξακκα Γξακκηθήο Άιγεβξαο, όπσο γηα παξάδεηγκα [8, Πξνηάζεηο 
9.2 θαη 9.3], [2, 3]. 
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Πξόηαζε 1.5 
i) Έλαο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο nA M  είλαη αξλεηηθά νξηζκέλνο πίλαθαο αλ θαη 
κόλν αλ νη ηδηνηηκέο ηνπ είλαη αξλεηηθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί θαη είλαη αξλεηηθά 
εκηνξηζκέλνο αλ θαη κόλν αλ κεηαμύ ησλ αξλεηηθώλ ηδηνηηκώλ ηνπ ππάξρεη 
ηνπιάρηζηνλ κία ίζε κε κεδέλ. 














 1,2, ,m n  
       Τόηε, ν πίλαθαο A  είλαη αξλεηηθά νξηζκέλνο,  αλ θαη κόλν αλ  
1det 0A  ,  2det 0,A      3det 0,A   ,  
n




Γίλεηαη ν ζπκκεηξηθόο πίλαθαο  
2 1 1






    
Να εμεηαζηεί ε νξηζηηθόηεηα ηνπ πίλαθα A . 
Λύζε: 
Αξρηθά, ππνινγίδνπκε ηελ ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε ηνπ A  εθαξκόδνληαο ηελ (1.6) 
2
2 1 1




   


       

 
Οη ξίδεο ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο είλαη νη ηδηνηηµέο ηνπ πίλαθα A , πνπ είλαη 
1   (δηπιή) θαη 4  (απιή). Σύκθσλα κε ηελ Πξόηαζε 1.4(i) Δθόζνλ όιεο νη 
ηδηνηηµέο είλαη ζεηηθέο, ν πίλαθαο A  είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο. 
Άιινο ηξόπνο ιύζεο: 
Αλ αθνινπζήζνπκε ηνλ Οξηζκό 1.4 ηόηε ρξεζηκνπνηώληαο  
 1 2 3
T
x x x x , έρνπκε 
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 
2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 1 3
2 2 2












2 2  2  2




x Ax x x
x x x x x x x






   
   
   
      
  
       
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1.2 Διάρηζην πνιπώλπκν 
Δθηόο από ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα nA M  
γλσζηό θαη αξθεηά ρξήζηκν είλαη θαη έλα άιιν πνιπώλπκν ην γλσζηό σο ειάρηζην 
πνιπώλπκν, πνπ ζπκβνιίδεηαη κε ( )Am   θαη νξίδεηαη σο αθνινύζσο. 
 
        
Οξηζκόο 1.6 
Έζησ ν ηεηξαγσληθόο πίλαθαο nA M . Διάρηζην πνιπώλπκν ηνπ πίλαθα A , 
νλνκάδεηαη ην πνιπώλπκν, πνπ ηθαλνπνηεί ηηο δύν αθόινπζεο ηδηόηεηεο: 
i)   Ο ζπληειεζηήο ηνπ κεγηζηνβαζκίνπ όξνπ είλαη ίζνο κε ηε κνλάδα. 
ii)  ( )Am A   
 Τν ειάρηζην πνιπώλπκν είλαη κηθξόηεξνπ βαζκνύ αλάκεζα ζε όια ηα πνιπώλπκα 




Φξεζηκνπνηώληαο ηνλ παξαπάλσ νξηζκό πξνθύπηεη όηη ην ειάρηζην πνιπώλπκν 
δηαηξεί νπνηνδήπνηε άιιν πνιπώλπκν ην νπνίν κεδελίδεηαη από ηνλ πίλαθα A . Δίλαη 
γλσζηό από ην ζεώξεκα ησλ Cayley-Hamilton όηη ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν 
είλαη έλα από ηα πνιπώλπκα πνπ έρνπλ απηήλ ηελ ηδηόηεηα, δειαδή, ηζρύεη  
 A A  . 
Δπεηδή ην ειάρηζην πνιπώλπκν είλαη κηθξόηεξνπ βαζκνύ πνιπώλπκν κε ηελ 
ηδηόηεηα ( ) 0Am A   απνδεηθλύεηαη ε αθόινπζε πξόηαζε πνπ πεξηγξάθεη ηε ζρέζε ησλ 




Τν ειάρηζην πνιπώλπκν ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα nA M δηαηξεί ην ραξαθηεξηζηηθό 
πνιπώλπκν ηνπ A , δειαδή, 
( ) ( )A Am    . 
 
ο
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Σηελ αθόινπζε πξόηαζε δηαηππώλνληαη νξηζκέλεο επηπιένλ ηδηόηεηεο, νη 
νπνίεο ζπκβάιινπλ ώζηε λα κπνξνύκε επθνιόηεξα λα πξνζδηνξίδνπκε ην ειάρηζην 




Έζησ έλαο πίλαθαο nA M . Τόηε: 
i) Τα πνιπώλπκα ( ), ( )Am    έρνπλ ηηο ίδηεο ξίδεο. 




Έζησ έλαο πίλαθαο nA M  κε A
 
   
, όπνπ M θαη M κε  n   . 
Τόηε ην ειάρηζην πνιπώλπκν ηνπ A  είλαη ην ειάρηζην θνηλό πνιιαπιάζην (ε.θ.π.) 
ησλ ειαρίζησλ πνιπσλύκσλ ησλ πηλάθσλ ,    , δειαδή, ηζρύεη 




Έζησ ν  ζύλζεηνο πίλαθαο  
2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 1 1









Να ππνινγηζηεί ην ειάρηζην πνιπώλπκν ηνπ A . 
Λύζε: 
Γηα ηνλ πίλαθα A  ππνινγίδνπκε ην ραξαθηεξηζηηθό ηνπ πνιπώλπκν, πνπ είλαη  
     
3( 3)( 2) 0.     
Οπόηε ην ειάρηζην πνιπώλπκν ζα είλαη έλα από ηα αθόινπζα: 
       
2
1 2( ) 3 . 2 , ( ) 3 . 2m m           ,    
3
3( ) 3 . 2 .m       
Ι[)Ι
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Διέγρνπκε πνην από ηα πηζαλά ειάρηζηα πνιπώλπκα κεδελίδεηαη από ηνλ πίλαθα A  
θαη έρνπκε ηα εμήο απνηειέζκαηα: 
1 2 3( ) , ( ) , ( )m A m A m A   . 
Πξνθαλώο ην ειάρηζην πνιπώλπκν είλαη ην 2 ( )m  , επεηδή απαηηείηαη ην ειάρηζην 
πνιπώλπκν λα έρεη ην κηθξόηεξν βαζκό, γηα ην νπνίν ηζρύεη ε (ii) ηδηόηεηα ηνπ 
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1.3 Γηαγσλνπνίεζε 
 Οξηζκόο 1.7 
Γύν πίλαθεο , nA B M  ιέγνληαη όκνηνη, αλ ππάξρεη αληηζηξέςηκνο πίλαθαο nP M  
ηέηνηνο ώζηε  
                                                             
1 .B P AP                                                  (1.10) 
Σηελ αθόινπζε πξόηαζε δηαηππώλνληαη νη ζεκαληηθόηεξεο ηδηόηεηεο ησλ νκνίσλ 
πηλάθσλ, ε απόδεημε ηνπο ππάξρεη ζε νπνηνδήπνηε ζύγγξακκα Γξακκηθήο Άιγεβξαο 




Δάλ nP M  αληηζηξέςηκνο πίλαθαο θαη , nA B M  κε ,A B  όκνηνη, ηόηε ηζρύνπλ νη 
ηδηόηεηεο: 
i) det detA B  




Έλαο πίλαθαο nA M  νλνκάδεηαη δηαγσλνπνηήζηκνο αλ είλαη όκνηνο κε έλα 
δηαγώλην πίλαθα D , δειαδή, αλ ππάξρεη αληηζηξέςηκνο πίλαθαο 
nP M  ηέηνηνο 
ώζηε:     
                                                   1 .D P AP                                               (1.11) 
Αλ ηζρύεη ε (1.11), ηόηε ιέκε όηη ν πίλαθαο P  δηαγσλνπνηεί ηνλ A . Ο πίλαθαο P  
είλαη γλσζηόο ζηε βηβιηνγξαθία σο πίνακας ομοιότητας.  
Σηε ζρέζε (1.11) ν D  έρεη δηαγώληα ζηνηρεία ηηο ηδηνηηκέο ηνπ A  θαη ν ηεηξαγσληθόο 
πίλαθαο P  έρεη σο ζηήιεο ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ A . 
 
Σην αθόινπζν ζεώξεκα δηαηππώλεηαη ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε ώζηε έλαο 
ηεηξαγσληθόο πίλαθαο A  λα είλαη δηαγσλνπνηήζηκνο. 
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Θεώξεκα  1.1 
Κάζε πίλαθαο nA M  είλαη δηαγσλνπνηήζηκνο αλ θαη κόλν αλ ππάξρνπλ n  γξακκηθά 
αλεμάξηεηα ηδηνδηαλύζκαηα. Η δηαγσλνπνίεζε ηνπ  πίλαθα nA M  
δίλεηαη από  
                                                  1A PDP ,
                                                                       
(1.12)
 
όπνπ νη πίλαθεο , nP D M  θαηαζθεπάδνληαη όπσο δηαηππώλεηαη ζηνλ Οξηζκό 1.8. 
 
Η δηαγσλνπνίεζε ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα A  θαιείηαη αιιηώο  
παξαγνληνπνίεζε ηνπ πίλαθα. 
Δπεηδή ζε δηαθεθξηκέλεο ηδηνηηκέο αληηζηνηρνύλ γξακκηθά αλεμάξηεηα 
ηδηνδηαλύζκαηα, [8, Πξόηαζε 5.12] ε αθόινπζε πξόηαζε δίλεη έλα θξηηήξην 
δηαγσλνπνίεζεο ζε πεξίπησζε πνπ όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα είλαη απιέο, γηα ηελ 




Αλ έλαο πίλαθαο nA M  έρεη δηαθεθξηκέλεο ηδηνηηκέο, ηόηε ν πίλαθαο A  είλαη  
δηαγσλνπνηήζηκνο. 
 
Έλα άιιν θξηηήξην δηαγσλνπνίεζεο ηπραίνπ πίλαθα παξνπζηάδεηαη ζηελ 
επόκελε πξόηαζε, ην νπνίν ζρεηίδεηαη κε ην ειάρηζην πνιπώλπκν ηνπ πίλαθα A . Σην 
θξηηήξην απηό δελ απαηηνύληαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ A  όπσο απηό δηαηππώλεηαη 




Έλαο πίλαθαο nA M  είλαη δηαγσλνπνηήζηκνο αλ θαη κόλν αλ ην ειάρηζην 
πνιπώλπκν ηνπ A  είλαη γηλόκελν δηαθεθξηκέλσλ πξσηνβάζκησλ παξαγόλησλ,  
1 2( ) ( )( )...( )Am           , 
όπνπ νη ηδηνηηκέο 1 2, ...    είλαη όιεο κεηαμύ ηνπο δηαθνξεηηθέο. 
Ιζνδύλακα,  ν πίλαθαο  nA M  είλαη δηαγσλνπνηήζηκνο αλ θαη κόλν αλ ηζρύεη 
                                        1 2( ) ( ) ) ( A I A I A I       .                             (1.13) 
ο
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1.4 Οξζνθαλνληθή δηαγσλνπνίεζε 
Οξηζκόο 1.9 
Έλαο πίλαθαο nA M   νλνκάδεηαη  νξζνγώληα (νξζνκνλαδηαία)  δηαγσλνπνηήζηκνο 
αλ ππάξρεη δηαγώληνο πίλαθαο D  νξζνγώληα (νξζνκνλαδηαίνο) όκνηνο κε ηνλ A . 
Γειαδή, αλ ππάξρεη νξζνγώληνο1 πίλαθαο 
nQ M  ηέηνηνο ώζηε  
                              
1 TD Q AQ D Q AQ   .                                          (1.14) 
Ο D  έρεη δηαγώληα ζηνηρεία ηηο ηδηνηηκέο ηνπ A  θαη ν Q  έρεη σο ζηήιεο ηα 
αληίζηνηρα νξζνγώληα ηδηνδηαλύζκαηα ησλ ηδηνηηκώλ κε ηε ζεηξά πνπ 
παξνπζηάζηεθαλ ζηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ D .  
Τα ζηνηρεία ηνπ Q  πξνθύπηνπλ: 
i. Από ηελ νξζνθαλνληθνπνίεζε ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ ηνπ A , πνπ αληηζηνηρνύλ 
ζηελ ίδηα ηδηνηηκή,  κε ηελ δηαδηθαζία oξζνθαλνληθνπνίεζεο Gram-Schmidt.  
ii. Από ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ A  πνπ αληηζηνηρνύλ ζε δηαθεθξηκέλεο ηδηνηηκέο, ηα 




Αλ ν πίλαθαο nA M  κε ηδηνηηκέο 1 2, ,..., n    είλαη θαλνληθόο, ηόηε ν πίλαθαο A  
είλαη δηαγσλνπνηήζηκνο. 
 
Μηα εηδηθή πεξίπησζε θαλνληθνύ πίλαθα είλαη ν ζπκκεηξηθόο, νπόηε ζύκθσλα 
κε ηελ Πξόηαζε 1.11 έλαο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο δηαγσλνπνηείηαη πάληα, όπσο 
δηαγσλνπνηείηαη ζην επόκελν Θεώξεκα ε δηαγσλνπνίεζε είλαη εηδηθήο κνξθήο. 
 
 
Θεώξεκα 1.2 (θαζκαηηθό ζεώξεκα) 
Κάζε ζπκκεηξηθόο πίλαθαο nA M  είλαη νξζνγώληα όκνηνο κε πξαγκαηηθό δηαγώλην 
πίλαθα D .     
                                   
                                                 
1
 Βιέπε ηνλ αληίζηνηρν νξηζκό ζηελ Δλόηεηα 1.1 γηα ηνλ νξζνγώλην πίλαθα. 
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Σύκθσλα κε ην θαζκαηηθό ζεώξεκα έλαο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο A  
δηαγσλνπνηείηαη πάληα αλεμάξηεηα από ηελ πνιιαπιόηεηα πνπ παξνπζηάδνπλ νη 
ηδηνηηκέο. Σηελ εηδηθή πεξίπησζε όπνπ ν πίλαθαο A  είλαη ζπκκεηξηθόο ην θαζκαηηθό 
ζεώξεκα εμαζθαιίδεη ηελ ύπαξμε θαζώο θαη ηελ αληηζηξεςηκόηεηα ηνπ Q , 
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1.5  Νόξκεο πηλάθσλ  
Οξηζκόο 1.10 
Νόξκα ελόο πίλαθα nA M  είλαη κηα πξαγκαηηθή απεηθόληζε 
. : [0, ),nM    
πνπ ηθαλνπνηεί όιεο ηηο αθόινπζεο ηδηόηεηεο: 
i) 0A 
  
θαη  0A A   . 
ii) ,cA c A c  . 
iii) A B A B       (ηξηγσληθή αληζόηεηα), γηα θάζε , nA B M . 
iv) AB A B , γηα θάζε , nA B M . 
 
 
Γηα έλαλ πίλαθα nA M  νη πην γλσζηέο λόξκεο [7, 12] είλαη απηέο πνπ 
νξίδνληαη - δηαηππώλνληαη ζην αθόινπζν ζεώξεκα. Η απόδεημή ηνπο κπνξεί λα 







































                                      (Δπθιείδεηα λόξκα)               (1.21) 
iv) max max2 ( ) ( ) ( )
T TA A A s A A A    ,  (θαζκαηηθή λόξκα)              (1.22) 
όπνπ max ( )
TA A
 
ε κέγηζηε ηδηνηηκή ηνπ TA A  , max ( )s A  ε κέγηζηε ηδηνηηκή ηνπ A  θαη 
( )TA A  ε θαζκαηηθή αθηίλα ηνπ πίλαθα 
TA A . 
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Πξόηαζε 1.12 
Έζησ, έλαο πίλαθαο nA M Α θαη 
  κηα λόξκα πίλαθα. Τόηε ηζρύεη:  
( )A A  , 
 όπνπ ( )A  είλαη ε θαζκαηηθή αθηίλα ηνπ πίλαθα A , όπσο απηή νξίζηεθε ζηελ (1.3). 
Απόδεημε: 
Έζησ   ηπραία ηδηνηηκή ηνπ A , δειαδή ( )A   θαη 1nx M   
ην αληίζηνηρν 
ηδηνδηάλπζκα, ηέηνην ώζηε Ax x . Οπόηε ζπλδπάδνληαο ηνλ Οξηζκό 1.1 γηα ηε 
ζρέζε ησλ ηδηνπνζώλ κε ηελ ηξηγσληθή αληζόηεηα ηεο λόξκαο κπνξνύκε λα 
γξάςνπκε: 
                                            x x Ax A x    ,                                      (1.15) 
 
νπόηε  
                                                 




Έζησ m nA M    κηγαδηθόο πίλαθαο θαη  1n
x M   
έλα κε κεδεληθό δηάλπζκα.  
Η  p-λόξκα ηνπ πίλαθα A  νξίδεηαη                               








                                   (1.16) 
όπνπ  










                                               (1.17) 




Έζησ έλαο πίλαθαο m nA M  . Οξίδνπκε σο Frobenius λόξκα ηνπ A  θαη 
ζπκβνιίδεηαη κε 
F
A , ηε λόξκα        








A a trace A A
 
                              (1.18) 
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Παξαηήξεζε 1.2 
Πξνθαλώο γηα θάζε 1nx M   
ηζρύεη  
2 F
x x , 
όπνπ 
2
  είλαη ε 2-λόξκα, πνπ ππνινγίδεηαη από ηελ (1.17) γηα 2p  , θαη 
F
 είλαη ε 
F-λόξκα ηνπ δηαλύζκαηνο x , ε νπνία ππνινγίδεηαη από ηελ (1.18) κε m n  θαη 
1n  . 
Αληίζεηα, γηα ηηο αληίζηνηρεο λόξκεο πίλαθα, δειαδή γηα 
2
  (θαζκαηηθή λόξκα) 
θαη 
F
 (Frobenius λόξκα) δελ ηζρύεη ε ηζόηεηα, όπσο δηαπηζηώλνπκε θαη από ην 










   
 
   
. 
Να ππνινγηζηνύλ ε Frobenius θαη ε θαζκαηηθή λόξκα  ηνπ πίλαθα A .   
Λύζε: 




2 2 2 2 2 2 2 2 2
       1 2 4 3 3 2 1 2 1











ii. Σύκθσλα κε ηε θαζκαηηθή λόξκα ζηελ (1.22) θαη ηε ζρέζε ηεο θαζκαηηθήο 
αθηίλαο (1.3), ν ππνινγηζκόο ηεο 
2
A  απαηηεί ηνλ ππνινγηζκό ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ 
πίλαθα TA A . 
  Φξεζηκνπνηώληαο ηελ έθδνζε   R2009b ηεο Matlab ππνινγίδνπκε ηνλ πίλαθα  
11 13 9
13    17 12
9 12    21
TA A
 
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από όπνπ ππνινγίδεηαη όηη  
1 2 3( ) { 0.6430,   8.8588,   39.4982 }
TA A       . 
Δίλαη θαλεξό όηη ηζρύεη 
( ) max{ : ( )} 39.4982T Ti iA A A A      , 
θαη ζύκθσλα κε ηελ (1.22) έρνπκε 
2
( ) 39.4982 6.2848TA A A   . 
Σπγθξίλνληαο ην απνηέιεζκα από (i) θαη (ii) γηα ηηο λόξκεο ηνπ πίλαθα A   
παξαηεξνύκε όηη  
2 F
A A . 




i. Η Δπθιείδεηα λόξκα, ε νπνία δίλεηαη από ηε ζρέζε (1.21), ηαπηίδεηαη κε ηε λόξκα 
     Frobenius, πνπ δίλεηαη από ηε ζρέζε (1.18). 
ii. Από (1.19) θαη (1.20) είλαη θαλεξό όηη, γηα θάζε ζπκκεηξηθό πίλαθα nA M  ε 
λόξκα γξακκήο A

 ηαπηίδεηαη κε ηε λόξκα ζηήιεο
1
A . 
iii.  Αλ ν πίλαθαο nA M  
είλαη ζπκκεηξηθόο, ηόηε ηζρύεη 
2
( ) .A A   
 
 
Τηο απνδείμεηο ησλ ηδηνηήησλ πνπ αλαθέξνληαη ζηε αθόινπζε πξόηαζε θαη 









  2 2
1x y   
ii) 
2 2




TA A A  
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iv) Αλ ,U V  δύν νξζνκνλαδηαίνη πίλαθεο, ηόηε 
2 2
TA U AV  
v) Αλ ,U V δύν νξζνκνλαδηαίνη πίλαθεο, ηόηε T
F F










Έζησ ν πίλαθαο 
1 2.35 1.5








Να ππνινγηζηνύλ νη λόξκεο ηνπ πίλαθα A , όπσο απηέο  δίλνληαη ζηηο ζρέζεηο (1.19) - 
(1.22).  
Λύζε: 
i. Σύκθσλα κε ηε λόξκα ζηήιεο ζηελ (1.19), ν ππνινγηζκόο ηεο 
1
A  γίλεηαη σο 
εμήο: 
3
1 2 31 1 3 1 3
1
11 21 31 12 22 32 13 23 33
max{ } max{ } max{ , , }
       = max{ , , }




A c a c c c c
a a a a a a a a a
   

   





ii. Σύκθσλα κε ηε λόξκα γξακκήο ζηελ (1.20), ν ππνινγηζκόο ηεο A





1 3 1 3
1
11 12 13 21 22 23 31 32 33
max{ } max{ } max{ , , }
       max{ , , }




A r a r r r r
a a a a a a a a a
    

   
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23 3
1 1







         

 













   
iv. Σύκθσλα κε ηε θαζκαηηθή λόξκα ζηελ (1.22) θαη ηε ζρέζε ηεο θαζκαηηθήο 
αθηίλαο (1.3), ν ππνινγηζκόο ηεο 
2
A  απαηηεί ηνλ ππνινγηζκό ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ 
πίλαθα TA A . 










από όπνπ ππνινγίδεηαη  
1 2 3( ) { 0.3529,   0.4148,   35.4021}
TA A       . 
Δίλαη θαλεξό όηη   
( ) max{ : ( )} 35.4021T Ti iA A A A      . 
Δπνκέλσο,  
2
( ) 35.4021 5.95.TA A A  
 
 
v. Τν θάζκα ηνπ πίλαθα A  είλαη: 
1 2 3( ) { 0.5940,  0.6441,  5.9500}.A         
Γηαπηζηώλνπκε όηη ε θαζκαηηθή αθηίλα ηνπ πίλαθα A  είλαη  
( ) max{ : ( )} 5.95i iA A       
θαη ηζνύηαη κε ηε 
2
A , επαιεζεύεηαη ην ζρόιην (iii) ζηελ Παξαηήξεζε 1.3.  
 
vi. Δπηπιένλ, ζύκθσλα κε ηελ Πξόηαζε 1.13(vi) έρνπκε: 
2 2
2
5.95 35.4025A         θαη        
1
7.17 7.17 51.4089A A

    
Δπαιεζεύνληαο ηε ζρέζε 
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Τέινο, ν πίλαθαο A  είλαη ζπκκεηξηθόο επνκέλσο, ,TA A  θαη πξνθαλώο  
επαιεζεύεηαη ε ηδηόηεηα (ii) ζηελ Πξόηαζε 1.13, δειαδή,  
                                                       2 2
TA A .                                                     □ 
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Η ζεσξία δηαηαξαρώλ απνηειεί έλα καζεκαηηθό εξγαιείν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη 
γηα ηε πεξηγξαθή πεξίπινθσλ ζπζηεκάησλ κε αθεηεξία έλα απινύζηεξν, αθξηβώο 
επηιύζηκν ζύζηεκα. Η βαζηθή ηδέα πίζσ από ηε ζεσξία δηαηαξαρώλ είλαη ε εμήο: Σε 
έλα γλσζηό πίλαθα πξνζζέηνπκε ζηαδηαθά «κηθξέο» απμήζεηο, πνπ ηηο νλνκάδνπκε  
«δηαηαξαρέο», [19]. Η δηαηαξαρή κπνξεί λα γίλεη κε κηθξνύο αξηζκνύο πνπ 
επεξεάδνπλ απεπζείαο ηνπο πίλαθεο, είηε κέζσ ηπραίσλ πηλάθσλ νη νπνίνη έρνπλ 
κηθξέο λόξκεο, είηε κε ζπλδπαζκό ησλ δύν παξαπάλσ πεξηπηώζεσλ. Έηζη, θάλνληαο 
ζε έλα γλσζηό πίλαθα A  δηαηαξαρή πξνθύπηεη ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο πνπ 
ζπκβνιίδεηαη A . Μπνξνύκε ινηπόλ κε απηόλ ηνλ ηξόπν λα κειεηήζνπκε έλα 
πεξίπινθν ζύζηεκα έρνληαο σο αθεηεξία έλα αθξηβώο επηιύζηκν πξόβιεκα.  
 Παξαθάησ ζα δνύκε θάπνηα γεληθά ζεσξήκαηα δηαηαξαρήο θαζώο θαη 
δηάθνξνπο ηξόπνπο γηα λα δηαηαξάμνπκε ηηο ηδηνηηκέο ελόο πίλαθα. Σηελ αξρή 
αλαθεξόκαζηε ζηηο δηαηαξαρέο ησλ ηδηνηηκώλ πνπ πξνθαινύληαη από πνηθίιεο ηηκέο 
ζηε κεηαβιεηή   θαη ζηαζεξνύο πίλαθεο. Έπεηηα παξνπζηάδεηαη ην ζεώξεκα 
Geršgorin  [5, 10, 16], πνπ πινπνηείηαη ζηνλ Αιγόξηζκν 2.1 θαζώο θαη γεληθά 
ζεσξήκαηα δηαηαξαρήο κε ηπραίνπο πίλαθεο δηαηαξαρήο E . Σηελ ηειεπηαία ελόηεηα 
ηνπ θεθαιαίνπ κειεηάκε ην γεληθεπκέλν κεηαζρεκαηηζκό Levinger [1], πνπ 
πινπνηείηαη ζηνλ Αιγόξηζκν 2.2 θάλνληαο δηαηαξαρή ηνπ πίλαθα A , 
ρξεζηκνπνηώληαο ηπραίνπο πίλαθεο δηαηαξαρήο E  θαη κεηαβιεηέο a  θαη b . Η 
κέζνδνο γεληθεπκέλνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Levinger βξίζθεη εθαξκνγή θαη ζε αόξηζην 
ζπκκεηξηθό πίλαθα πξνθεηκέλνπ λα ηνλ πξνζεγγίζεη από ζεηηθά νξηζκέλν 
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2.1 Διαηαπασή  ιδιοηιμών πίνακα με μεηαβληηή   ε 
Σε απηήλ ηελ ελόηεηα παξνπζηάδνληαη δηαηαξαρέο πνπ πξνθαινύληαη από ηε 
κεηαβιεηή    θαη δύν ζηαζεξνύο πίλαθεο ην κνλαδηαίν nI  θαη έλαλ θαηάιιειν 




Έζησ έλαο πίλαθαο [ ]ij nA a M   θαη   έλαο νπνηνζδήπνηε αξηζκόο.  Οξίδνπκε ην 
διαηαπαγμένο πίνακα,  
                                                          
nA A I  ,                                                    (2.1) 




Έζησ nA M  κε ηδηνηηκή i  θαη i  ε ηδηνηηκή ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A  γηα 
1,2,...,i n . Οξίδνπκε σο ζθάλμα ηεο ιδιοηιμήρ ην ζεηηθό πξαγκαηηθό αξηζκό, πνπ 
ηζνύηαη κε ηελ πνζόηεηα   
                                                     
i i ier    .                                                        (2.2) 
                              
 
Σηε ζπλέρεηα κειεηάκε ηηο ζρέζεηο πνπ ζπλδένπλ ηηο ηδηνηηκέο  ηνπ 




Έζησ nA M  κε ηδηνηηκέο i , 1,2,...,i n  θαη A  ν πίλαθαο ζηε (2.1). Γηα θάζε 
1,2,...,i n , νη ηδηνηηκέο i  ηνπ πίλαθα A  δίλνληαη από ηε ζρέζε 
                                                      
i i    ,                                                          (2.3) 
όπνπ   έλαο νπνηνζδήπνηε αξηζκόο (πξαγκαηηθόο ή κηγαδηθόο). 
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Θεσξώληαο όηη i  είλαη θάπνηα ηδηνηηκή ηνπ A  θαη ix  ην δεμί ηδηνδηάλπζκά ηεο. 
Φξεζηκνπνηώληαο ηνλ Οξηζκό 1.2 θαη ηε ζρέζε (1.2) κπνξνύκε λα γξάςνπκε 
i i iAx x . 
Οπόηε γηα ηνλ πίλαθα A , ηε 2.1 θαη ην δηάλπζκα ix  έρνπκε 
( ) ( )i n i i n i i i i i iAx A I x Ax I x x x x             , 




Έζησ o πίλαθαο  
2 1 2 3
1 5 1 6
3 1 6 2









Να ππνινγηζηνύλ νη ηδηνηηκέο ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A  ζηε (2.1) γηα ηηο 
αθόινπζεο ηηκέο ηεο κεηαβιεηήο  : 
2   ,  0   ,  0.001  ,   1  ,  2  ,   2i  ,   1 2i   . 
Λύζη: 
Φξεζηκνπνηώληαο ηελ έθδνζε R2009b ηεο Matlab ππνινγίδνπκε όηη ν πίλαθαο A  
έρεη ηδηνηηκέο  
1 2 3 41.8948,    5.5708 0.3713 ,    5.5708 0.3713 ,  8.7531  i i           
Εθαξκόδνληαο ηε ζρέζε (2.1)  
 Γηα 2    πξνθύπηεη ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο 
2 1 2 3 1 0 0 0 0 1 2 3
1 5 1 6 0 1 0 0 1 3 1 6
2 2
3 1 6 2 0 0 1 0 3 1 4 2
4 2 4 5 0 0 0 1 4 2 4 3
nA A I
      
      
         
        
     
     
 
κε αληίζηνηρεο ηδηνηηκέο  
1 2 3 43.8948,    3.5708 0.3713 ,    3.5708 0.3713 ,  6.7531i i          . 
 Γηα 0   πξνθύπηεη ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο 
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2 1 2 3 1 0 0 0 2 1 2 3
1 5 1 6 0 1 0 0 1 5 1 6
0 0
3 1 6 2 0 0 1 0 3 1 6 2
4 2 4 5 0 0 0 1 4 2 4 5
nA A I
      
      
         
        
     
     
 
κε αληίζηνηρεο ηδηνηηκέο  
1 1 2 2 3 3 4 41.8948,   5.5708 0.3713 ,   5.5708 0.3713 ,  8.7531i i                 
. 
 Γηα 0.001   πξνθύπηεη ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο 
2 1 2 3 1 0 0 0 2.001 1 2 3
1 5 1 6 0 1 0 0 1 5.001 1 6
0.001 0.001
3 1 6 2 0 0 1 0 3 1 6.001 2
4 2 4 5 0 0 0 1 4 2 4 5.001
nA A I
      
      
         
        
     
     
 
κε αληίζηνηρεο ηδηνηηκέο  
1 2 3 41.8938,    5.5718 0.3713 ,    5.5718 0.3713 ,  8.7541i i          . 
 
 Γηα 1   πξνθύπηεη ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο 
2 1 2 3 1 0 0 0 3 1 2 3
1 5 1 6 0 1 0 0 1 6 1 6
1 1
3 1 6 2 0 0 1 0 3 1 7 2
4 2 4 5 0 0 0 1 4 2 4 6
nA A I
      
      
         
        
     
     
 
κε αληίζηνηρεο ηδηνηηκέο  
1 2 3 40.8948,    6.5708 0.3713 ,    6.5708 0.3713 ,  9.7531i i          . 
 
 Γηα 2   πξνθύπηεη ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο 
2 1 2 3 1 0 0 0 4 1 2 3
1 5 1 6 0 1 0 0 1 7 1 6
2 2
3 1 6 2 0 0 1 0 3 1 8 2
4 2 4 5 0 0 0 1 4 2 4 7
nA A I
      
      
         
        
     
     
 
κε αληίζηνηρεο ηδηνηηκέο  
1 2 3 40.1052,    7.5708 0.3713 ,    7.5708 0.3713 ,  10.7531i i         . 
 
 Γηα 2i   πξνθύπηεη ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο 
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 17:20:41 EET - 137.108.70.7
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2                                                                                                                    31 
 
 
2 1 2 3 1 0 0 0 2 2 1 2 3
1 5 1 6 0 1 0 0 1 5 2 1 6
2 2
3 1 6 2 0 0 1 0 3 1 6 2 2




A A iI i
i
i
       
       
         
         
     
     
 
κε αληίζηνηρεο ηδηνηηκέο  
1 2 3 41.8948 2 ,    5.5708 2.3713 ,    5.5708 1.6287 ,  8.7531 2i i i i            . 
 
 Γηα 1 2i    πξνθύπηεη ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο 
2 1 2 3 1 0 0 0
1 5 1 6 0 1 0 0
(1 2 ) (1 2 )
3 1 6 2 0 0 1 0
4 2 4 5 0 0 0 1
3 2 1 2 3
1 5 2 1 6
                           6
3 1 7 2 2
4 2 4 6 2





   
   
        
    
   








κε αληίζηνηρεο ηδηνηηκέο  
1 2 3 40.8948 2 ,    6.5708 2.3713 ,    6.5708 1.6287 ,  9.7531 2i i i i            . 
                                                                                                                                        □ 
 
 
Σσόλιο 2.1  
(i) Παξαηεξώληαο ηα απνηειέζκαηα ηνπ Παξαδείγκαηνο 2.1 δηαπηζηώλνπκε όηη γηα 
θάζε ηδηνηηκή ε δηαθνξά ηεο ηδηνηηκήο ηνπ πίλαθα A  από ηελ αληίζηνηρε 
ηδηνηηκή ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A  ηζνύηαη θάζε θνξά κε ην αληίζηνηρν   
πνπ πξνθαιεί ηε δηαηαξαρή εθόζνλ   πξαγκαηηθόο αξηζκόο. Δειαδή ηζρύεη 
i i    , όπνπ 1,2,...,i n . 
(ii) Όηαλ ηνπνζεηήζνπκε ηηο  ηδηνηηκέο  ηνπ πίλαθα A  ζην θαξηεζηαλό  επίπεδν κε 
ηνλ άμνλα xx  γηα λα αλαπαξίζηαληαη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί θαη γηα    
παξαηεξείηαη ε κεηαηόπηζε όισλ ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ πίλαθα A  θαηά   ζηνλ 
άμνλα xx . Όηαλ ην    κε a i   , όπνπ  a   ην πξαγκαηηθό κέξνο θαη   
ην θαληαζηηθό κέξνο ηνπ  , ηόηε δηαθξίλεηαη ε κεηαηόπηζε όισλ ησλ ηδηνηηκώλ 
ηνπ πίλαθα A  θαηά a  ζηνλ άμνλα xx  θαη θαηά   ζηνλ άμνλα yy .  
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Σηε ζπλέρεηα κπνξνύκε λα παξαηεξήζνπκε όηη έλαο πίλαθαο [ ]ij nA a M   
κπνξεί λα γξαθεί 
                                            A D B  ,                                                        (2.4) 
όπνπ nD M  είλαη δηαγώληνο πίλαθαο κε δηαγώληα ζηνηρεία ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ 
Α θαη nB M  είλαη ν πίλαθαο κε όια ηα δηαγώληα ζηνηρεία ίζα κε κεδέλ θαη ηα 




Έζησ έλαο πίλαθαο [ ]ij nA a M   θαη   έλαο νπνηνζδήπνηε αξηζκόο.  Οξίδνπκε ην 
δηαηαξαγκέλν πίλαθα,  
                                                          A D B  ,                                                    (2.5) 
όπνπ nB M  δίλεηαη όπσο ζηε (2.4), δειαδή ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ B  είλαη ίζα 
κε κεδέλ θαη όια ηα ζηνηρεία εθηόο δηαγσλίνπ ηζνύηαη κε ηα αληίζηνηρα ζηνηρεία ηνπ 
A , θαη  
11 22diag( , ,..., )nnD     
είλαη n n  δηαγώληνο   πίλαθαο. 
 
 
Σηε ζπλέρεηα κειεηάκε ηηο ζρέζεηο πνπ ζπλδένπλ ηηο ηδηνηηκέο ηνπ 
δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A  κε ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A  ζηε (2.5). Είλαη θαλεξό από 
ηε (2.5) όηη  
γηα 0,   ηόηε  A D , θαη  
γηα 1,   ηόηε  BA A D   .  
Εύθνια πξνζδηνξίδνπκε όηη γηα 0  , νη ηδηνηηκέο ηνπ A D  είλαη ηα δηαγώληα 
ζηνηρεία 11,..., nna a  ηνπ πίλαθα A , ελώ γηα αξθεηά «μικρές τιμές κατά μέτρο» ηνπ    
νη ηδηνηηκέο ηνπ A  βξίζθνληαη ζε κηα κηθξή «γειτονιά-πεξηνρή» ησλ ζηνηρείσλ 
11,..., nna a . 
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    
. 
Να εθαξκνζηεί δηαηαξαρή ηνπ πίλαθα A  κε ηε βνήζεηα ηεο ζρέζεο (2.5) θαη λα 
ππνινγηζηνύλ νη ηδηνηηκέο 
i  ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A  θαζώο επίζεο λα 
ππνινγηζηεί ην ζθάικα ησλ ηδηνηηκώλ 
i i ier     γηα 0.997  θαη 0.0997  . 
Λύζη: 








    
 έρεη ηδηνηηκέο  
1 2 33.1623,    3.0000,    3.1623,           
Σύκθσλα κε ηε ζρέζε (2.4) ν πίλαθαο A  κπνξεί λα γξαθεί  σο A D B  , όπνπ   
2 0 0















   
. 
 Γηα 0.997  από ηελ (2.5) έρνπκε ην δηαηαξαγκέλν πίλαθα  
2 0 0 0 1 0 2.0000 0.9970 0
= 0 4 0 0.997 1 0 1 0.9970 4.0000 0.9970
0 0 3 1 1 0 0.9970 0.9970 3.0000
A
      
        
     
               
 
κε ηδηνηηκέο  
1 2 33.1939,    2.9674,    3.1613.       
Σύκθσλα κε ηνλ Οξηζκό 2.2 ην ζθάικα θάζε ηδηνηηκήο είλαη: 
    
1 1 1 0.0316er     ,  2 2 2 0.0326er     ,   3 3 3 0.001.er      
 Γηα 0.0997   κε D  θαη B  ηα πξναλαθεξόκελα, εθαξκόδνληαο ηε ζρέζε 
(2.5) έρνπκε  
2 0 0 0 1 0 2.0000 0.0997 0
= 0 4 0 0.0997 1 0 1 0.0997 4.0000 0.0997
0 0 3 1 1 0 0.0997 0.0997 3.0000
A
      
        
     
               
 
κε ηδηνηηκέο  
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1 2 32.0051,    3.9964,    -3.0014.      
Σύκθσλα κε ηνλ Οξηζκό 2.2 ην ζθάικα θάζε ηδηνηηκήο είλαη: 
         




Παξαηεξώληαο ηηο ηδηνηηκέο ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A  ηνπ Παξαδείγκαηνο 2.2, 
 γηα 0.997,   δειαδή 1 , απηέο βξίζθνληαη θνληά ζηηο αξρηθέο ηδηνηηκέο 
κε ζθάικα ηδηνηηκήο 
1 1 1 0.0316er     ,     2 2 2 0.0326er     ,   θαη      3 3 3 0.001er     . 
 Γηα 0.0997,   νη ηδηνηηκέο ηνπ A  ηείλνπλ λα πάξνπλ σο ηηκέο απηέο ηεο 









      
 




                                         Σσήμα 2.1:  Δηαηαξαρή Γξάθεκα  -ηδηνηηκήο 
 
Οη ηξεηο ρξσκαηηζηέο κπιε γξακκέο ηνπ Σρήκαηνο 2.1 απεηθνλίδνπλ ηηο ηηκέο 
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όπνπ ,B D  είλαη νη πίλαθεο ηνπ Παξαδείγκαηνο 2.2 θαη ε κεηαβιεηή   ιακβάλεη 
ηηκέο ζην δηάζηεκα [0,1] . Τα ζεκεησκέλα κε θόθθηλν ζεκεία είλαη ηα δηαγώληα 
ζηνηρεία ηνπ πίλαθα A , άξα νη ηδηνηηκέο D .  
Από ην γξάθεκα ζπκπεξαίλνπκε όηη νη δηαηαξαγκέλεο ηδηνηηκέο δελ 
εμαξηώληαη όιεο ην ίδην από ηελ ηηκή ηνπ  .  
 Γηα 1   νη ηδηνηηκέο ηνπ A  είλαη ίδηεο κε ηνλ πίλαθα A ,  
1 2 33.1623,    3.0000,    3.1623      . 
 Ελώ γηα 0   από ηε (2.5) έρνπκε DA  , όπνπ νη ηδηνηηκέο ηνπ A  είλαη ηα 
δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ A , δειαδή,  
                                      
1 2 32,    4,    3      .                                      □ 
 
 
Σην ζεώξεκα πνπ αθνινπζεί δηαπηζηώλνπκε όηη ππάξρνπλ δίζθνη εύθνια 
θαηαζθεπάζηκνη, κε θέληξα ηα ζηνηρεία iia  ηνπ πίλαθα A   θαη νη νπνίνη πεξηέρνπλ ηηο 
ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A . 
 
 
Θεώπημα 2.1 ( Geršgorin ) 
Έζησ πίλαθαο [ ]ij nA a M  θαη γηα θάζε 1 i n   ζεκεηώλεηαη 











                                                        (2.6) 
ην άζξνηζκα ησλ απνιύησλ ηηκώλ ησλ κε δηαγσλίσλ ζηνηρείσλ ηεο i-γξακκήο ηνπ A . 
Όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ A  βξίζθνληαη ζηελ έλσζε ησλ n-δίζθσλ  
                              
1





G A z z a R A





(i) Η πεξηνρή ( )G A  είλαη γλσζηή ζηε βηβιηνγξαθία [10] σο Geršgorin  πεπιοσή, 
θάζε δίζθνο ζηελ έλσζε ηεο ζρέζεο (2.7) νλνκάδεηαη Geršgorin  δίζκορ θαη ηα 
ζύλνξα  απηώλ ησλ δίζθσλ νλνκάδνληαη Geršgorin  κύκλοι. Η απόδεημε ηνπ 
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Θεσξήκαηνο 2.1 (Geršgorin) κπνξεί λα αλαδεηεζεί ζηα βηβιία ηεο Γξακκηθήο 
Άιγεβξαο πνπ εκπεξηέρνληαη ζηε βηβιηνγξαθία, όπσο [5, 16], [10, Theorem 
6.1.1], [21, Θεώξεκα 8.1.3]. 
(ii) Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη ην ζεώξεκα Geršgorin εθαξκόδεηαη γηα ηελ εθηίκεζε 
ησλ ηδηνηηκώλ ελόο πίλαθα θαη εηδηθόηεξα πίλαθα κεγάισλ δηαζηάζεσλ, όπνπ ε 
πνιππινθόηεηα ηεο εύξεζεο ηδηνηηκώλ είλαη πνιύ κεγάιε. Έηζη κε ηελ 
εθαξκνγή ηνπ Θεσξήκαηνο 2.1 (Geršgorin)  παξαθάκπηνπκε ηελ 
πνιππινθόηεηα έρνληαο κηα θαιή εθηίκεζε γηα ηελ πεξηνρή ηνπ επηπέδνπ, όπνπ 
θπκαίλνληαη νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα. 
 
 
Τν Σρόιην 2.3(ii) απνηέιεζε ην θίλεηξν γηα λα ζπληαρζεί ν αθόινπζνο 
αιγόξηζκνο, ν νπνίνο πινπνηείηαη πξνθεηκέλνπ λα εληνπηζηεί ε Geršgorin  πεξηνρή, 
















2. Γηα  θάζε 1,2,...,i n , θαη ζε θάζε αθηίλα ( )
΄
iR A , ζύκθσλα κε ηε (2.7), 
αληηζηνηρεί ν θπθιηθόο δίζθνο:  
 ( ) : ( )΄i ii iG A z z a R A     
 
3. Σθηαγξαθείηαη ε πεξηνρή ηνπ επηπέδνπ, πνπ νξίδνπλ νη θπθιηθνί δίζθνη ηνπ 
βήκαηνο 2, όπσο ζηε (2.7), 
( ) ( )iG A G A  
     θαη από ην Θεώξεκα 2.1 ζπκπεξαίλεηαη  





Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 17:20:41 EET - 137.108.70.7












    
. 
Να βξεζνύλ νη Geršgorin  δίζθνη ηνπ πίλαθα θαη ζηε ζπλέρεηα λα ζρεδηαζηεί ην 
ρσξίν, όπνπ εληνπίδνληαη νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα Α.  
Λύζη: 
Σύκθσλα κε ην Θεώξεκα 2.1 θαη πινπνηώληαο ην πξώην βήκα Αιγνξίζκνπ 2.1 νη 






























   
Υινπνηώληαο ην δεύηεξν βήκα ηνπ Αιγνξίζκνπ 2.1 νη Geršgorin ( ),1 i niG A    
δίζθνη, ππνινγίδνληαη από ηε (2.7): 
   11 1 1( ) 2 1 ( )΄z a R A z G A        
   22 2 2( ) 4 2 ( )΄z a R A z G A       
   33 3 3( ) 3 2 ( )΄z a R A z G A       
Η Geršgorin πεξηνρή ζθηαγξαθείηαη ζην Σρήκα 2.2. 
Οη ηδηνηηκέο i  ηνπ πίλαθα A  βξίζθνληαη ζηε πεξηνρή πνπ δεκηνπξγείηαη από 
ηελ έλσζε ησλ δίζθσλ       
3
1
( ) ( )i
i
G A G A

  
Οη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A  είλαη: 
1 3,        2 3.1623,       3 3.1623   . 
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Σσήμα 2.2:  Geršgorin δίζθνη θαη ηδηνηηκέο 
 
Παξαηεξνύκε όηη ε ηδηνηηκή 1  αλήθεη ζηνπο δίζθνπο 1( )G A  θαη 2 ( )G A , ελώ 2
βξίζθεηαη ζην δίζθν 2 ( )G A  θαη 3  είλαη ζην δίζθν 3( )G A . Μπνξνύκε ινηπόλ λα 
επηβεβαηώζνπκε όηη θαη νη ηξεηο ηδηνηηκέο εκπεξηέρνληαη ζηε Geršgorin  πεξηνρή 
                                             1 2 3( ) ( ) ( ) ( )G A G A G A G A .                                        □ 
 
 
Επεηδή νη πίλαθεο ,
TA A  έρνπλ ηηο ίδηεο ηδηνηηκέο ην ζεώξεκα Geršgorin  




Πόπιζμα 2.1 [10] 
Έζησ πίλαθαο [ ]ij nA a M   θαη γηα θάζε 1 j n  ζεκεηώλεηαη 











                                                     (2.8) 
ην άζξνηζκα ησλ απνιύησλ ηηκώλ ησλ κε δηαγσλίσλ ζηνηρείσλ ηεο j- ζηήιεο ηνπ A . 
Όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ Α βξίζθνληαη ζηελ έλσζε ησλ n-δίζθσλ  
                          
1





G A z z a C A

                                     (2.9) 
.11······· \," ··.. ························.·········!····· .. ·······Ι·· ""'-,~( /~





< <u cU u
-
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 . Να βξεζνύλ νη Geršgorin δίζθνη ηνπ 
πίλαθα θαη ζηε ζπλέρεηα λα ζρεδηαζηεί ην ρσξίν, όπνπ εληνπίδνληαη νη ηδηνηηκέο ηνπ 
πίλαθα A .  
Λύζη: 





 , νπόηε ν πίλαθαο A  
είλαη: 
1 1/ 2 1/ 3
2 1 2 / 3







Τν ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ πίλαθα A  είλαη     2 3 .A        
Επνκέλσο, ν πίλαθαο A  έρεη ηδηνηηκέο 1 3   θαη 2 0   (δηπιή ηδηνηηκή).  
Σύκθσλα κε ην Θεώξεκα 2.1 (Geršgorin) θαη πινπνηώληαο ηνλ Αιγόξηζκν 2.1, 
έρνπκε: 
1 12 13 2 21 23 3 31 32
5 8 9
,   ,   
6 3 2
΄ ΄ ΄R R R               . 
Επεηδή ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ A  είλαη όια ίζα κε ηε κνλάδα, νη θπθιηθνί δίζθνη 
ηνπ Geršgorin  είλαη νκόθεληξνη κε θέληξν  1,0 . Οπόηε ε Geršgorin  πεξηνρή είλαη:  
 
     
3
1
11 1 22 2 33 3
( ) : ( )





G A z z a R A
z z a R A z z a R A z z a R A

   
         
 
5 8 9 9
: 1 : 1 : 1 : 1 .
6 3 2 2
z z z z z z z z
       
                    
       
 





Οκνίσο, αλ εθαξκόζνπκε ην Πόξηζκα 2.1  γηα ην πίλαθα TA  έρνπκε: 
1 21 31 2 12 32 3 13 23
5 8 9
,    ,    .
3 3 2
΄ ΄ ΄C C C               
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Επεηδή ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ TA  είλαη όια ίζα κε ηε κνλάδα, νη θπθιηθνί δίζθνη 
ηνπ Geršgorin είλαη νκόθεληξνη κε θέληξν  1,0 .  
Η Geršgorin  πεξηνρή είλαη:  
 
     
3
1
11 1 22 2 33 3
( ) : ( )
: ( ) : ( ) : ( )
5 8 9









G A z z a C A
z z a C A z z a C A z z a C A
z z z z z z
z z

   
         
     
              
     
 
    
 





Επνκέλσο, παξαηεξνύκε όηη νη ηδηνηηκέο ηνπ A  βξίζθνληαη ζε θάζε κηα από ηηο 
πεξηνρέο G( ),A  G( )
TA  αιιά θαη ζηελ πεξηνρή  
                                        
9
( ) ( ) : 1
2
TG A G A z z
 
     
 
.                                  □ 
 
 








  , 
ρξεζηκνπνηώληαο ην Θεώξεκα 2.1 (Geršgorin) θαη Θεώξεκα 1.3  κπνξνύκε λα 
απνδείμνπκε άλσ θξάγκαηα ηεο θαζκαηηθήο αθηίλαο ηνπ πίλαθα A , όπσο απηά  




Έζησ πίλαθαο [ ]ij nA a M  . Τόηε γηα ηε θαζκαηηθή αθηίλα ηνπ A  ηζρύνπλ: 
    
1
1 1





A a a A A

 
                     (2.10)  
                ( )A A

        θαη         ( )
TA A






U ιc u ιc
u
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Έζησ ν πίλαθαο   
1 1/ 2 1/ 3
2 1 2 / 3







ηνπ Παξαδείγκαηνο 2.4. Να γίλεη ε επαιήζεπζε ηεο (2.10). 
Λύζη: 
Επεηδή ν πίλαθαο A  έρεη ηδηνηηκέο 1 3   θαη  2 0   (δηπιή ηδηνηηκή), εθαξκόδνληαο 
ηνλ Οξηζκό 1.1 θαη ηε (1.3) έρνπκε  
     max :{ } max 0,  3  3A A     . 
Σπλεπώο, ε θαζκαηηθή αθηίλα ηνπ πίλαθα A  ηζνύηαη κε 3.  





11 12 13 21 22 23 31 32 33
11 21 31 12 22 32 13 23 33
min{max ,max }
min{max , , ,
max , , }
11 11 11













        
        
 

     







Σπλδπάδνληαο ην παξαπάλσ απνηέιεζκα κε ηελ ηηκή ηεο θαζκαηηθήο αθηίλαο ηνπ A  




A   
ην νπνίν επαιεζεύεη ηε (2.10) ηνπ Πνξίζκαηνο 2.2.                                                     □ 
  
 
Θέινληαο ηώξα λα πξνζδηνξίζνπκε κηα πεξηνρή πνπ λα καο δίλεη θαιύηεξε 
πξνζέγγηζε ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ πίλαθα A , εθαξκόδνπκε ην Θεώξεκα 2.1 (Geršgorin)  
γηα ηνλ πίλαθα 1D DA , επεηδή γλσξίδνπκε όηη έρεη ηηο ίδηεο ηδηνηηκέο κε ηηο ηδηνηηκέο 
ηνπ πίλαθα Α. 
 Γηα ην ζθνπό απηό, επηιέγνπκε σο 
1 2D ( , ,...,p ), 0n idiag p p p  . 
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  , 
νπόηε ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ -1D DA  είλαη ηα ίδηα κε ηνπ A , δειαδή είλαη ηα 




Έζησ πίλαθαο [ ]ij nA a M   θαη 1 2, ,..., np p p  ζεηηθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί. Όιεο νη 
ηδηνηηκέο ηνπ A  βξίζθνληαη ζηελ πεξηνρή 















    
 
 
 ,                              (2.11) 
όπσο θαη ζηελ πεξηνρή 
                     1
11
1













    
 
 
                           (2.12) 
 
 
Φξεζηκνπνηώληαο ηηο ηδηόηεηεο ησλ λνξκώλ από ηελ Ελόηεηα 1.5, ην Πόξηζκα 
2.2 θαη ηνλ Οξηζκό 1.1 ηεο θαζκαηηθήο αθηίλαο θαηαιήγνπκε ζην αθόινπζν πόξηζκα 




Έζησ πίλαθαο [ ]ij nA a M  . Τόηε γηα ηε θαζκαηηθή αθηίλα ηνπ A  ηζρύνπλ: 

















                         (2.13) 
                                      
1 ,...,p 0 1 1
1






p A p a
p   
  .                                        (2.14) 
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Ο νξηζκόο πνπ αθνινπζεί εύθνια δηαπηζηώλνπκε όηη απνξξέεη από ην 
Θεώξεκα 2.1 (Geršgorin) από ηνλ ηύπν (2.6) κηα θαη δηαηεξείηαη ν ίδηνο 




Έλαο πίλαθαο [ ]ij nA a M   νλνκάδεηαη ςπεπιζσύων διαγώνιορ (diagonally 
dominant) αλ ηζρύεη 









  ,   γηα θάζε i=1,2,…,n.                              (2.15) 









  ,   γηα θάζε i=1,2,…,n, 




Έλαο απζηεξά ππεξηζρύσλ δηαγώληνο πίλαθαο έρεη ηηο ηδηόηεηεο πνπ 
αλαθέξνληαη ζηελ αθόινπζε Πξόηαζε, ηδηόηεηεο πνπ είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκεο γηα ηελ 




Ππόηαζη 2.2 [10, Theorem 6.1.10] 
Έζησ ν πίλαθαο nA M  λα είλαη απζηεξά ππεξηζρύσλ δηαγώληνο. Τόηε, 
i. A  είλαη αληηζηξέςηκνο. 
ii. Αλ όια ηα θύξηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ A  είλαη ζεηηθά, ηόηε όιεο νη 
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Παπάδειγμα 2.6 
Έζησ  ν πίλαθαο 
6 1 2 2
1 5 1 2
1 1 8 5









Να απνδεηρζεί όηη ν πίλαθαο A  είλαη απζηεξά ππεξηζρύσλ δηαγώληνο. 
Λύζη: 
Φξεηάδεηαη λα επαιεζεύζνπκε ηε (2.16) ηνπ Οξηζκνύ 2.4. Εύθνια παξαηεξνύκε όηη 
γηα θάζε γξακκή ηζρύεη: 
1 : 6 1 2 2
2 : 5 1 1 2
3 : 8 1 1 5





   
    
   
   
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2.2  Διαηαπασή  ιδιοηιμών πίνακα με ηςσαίο πίνακα Ε 
Σε απηήλ ηελ ελόηεηα κειεηώληαη νη δηαηαξαρέο πνπ πξνθαινύληαη ζηηο 




Έζησ έλαο πίλαθαο nA M . Οξίδνπκε ην διαηαπαγμένο πίνακα, 
                                                            A A                                                     (2.17) 
όπνπ    είλαη έλαο  n n  πίνακαρ διαηαπασήρ. 
 
 
Σηε ζπλέρεηα δηαηππώλνπκε ζεσξήκαηα, πνπ αλαθέξνληαη ζηε βηβιηνγξαθία 
[17, 21], θαη ζρεηίδνληαη κε ηνλ εληνπηζκό ηνπ θάζκαηνο ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα 
A  ζηε (2.17) ζρεηηθά κε ην θάζκα ηνπ A . 
 
 
Θεώπημα 2.2  (Ostrowsky – Elsner) 
Έζησ   κηα ηδηνηηκή ηνπ nA M  αιγεβξηθήο πνιιαπιόηεηαο m. Γηα θάζε λόξκα 
πηλάθσλ .  θαη γηα θάζε «αρκετά μικρό» 0  , ππάξρεη 0   ηέηνην ώζηε γηα θάζε 
πίλαθα Ε κε   , ν δίζθνο 
 ( , ) :G z z        
πεξηέρεη αθξηβώο m ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A A   (ιακβάλνληαο ππόςε θαη ηηο 
πνιιαπιόηεηεο).                                                                                                             □ 
 
 
Η απόδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο Ostrowsky – Elsner εκπεξηέρεηαη ζηε βηβιηνγξαθία 
[17], [21, Θεώξεκα 8.1.2]. Η απόδεημε ηνπ αθόινπζνπ ζεσξήκαηνο εκπεξηέρεηαη ζηε 
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Θεώπημα 2.3 
Έζησ ι  κηα απιή ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα nA M , κε ,x y  ην δεμί θαη αξηζηεξό 
ηδηνδηάλπζκα, αληίζηνηρα. Έζησ ηπραίνο πίλαθαο nM  «αξθεηά κηθξόο» θαη 
A A   ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο ηνπ Α, όπσο ζηε (2.17). Τόηε ππάξρεη κνλαδηθή 
ηδηνηηκή   ηνπ A  ηέηνηα ώζηε  












Σηε πεξίπησζε απιήο ηδηνηηκήο από ηε (2.18) κπνξεί θάπνηνο λα γξάςεη  






   , 
όπνπ ην δεμηό κέινο είλαη πάληα κεγαιύηεξν ή ίζν ηνπ πξώηνπ. Επεηδή ζηε 
παξαπάλσ ζρέζε εκθαλίδεηαη ε πνζόηεηα   , πνπ από ηε (2.2) είλαη ην ζθάικα 
ηεο ηδηνηηκήο, κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηνύκε ηελ παξαπάλσ ζρέζε γηα εθηίκεζε ηνπ 
ζθάικαηνο.  
Επίζεο ν ζπληειεζηήο 





  , 
ζηε βηβιηνγξαθία [18, 21] είλαη γλσζηόο σο δείκηηρ καηάζηαζηρ ηηρ ιδιοηιμήρ   
σο πξνο ηε 2-λόξκα δηαλύζκαηνο θαη απνηειεί έλα κέηξν γηα ηελ επαηζζεζία ηεο 
ηδηνηηκήο  . Έλαο άιινο δείθηεο γλσζηόο ζηε βηβιηνγξαθία σο δείκηηρ καηάζηαζηρ 
ηος πίνακα nA M  είλαη ν ζεηηθόο πξαγκαηηθόο αξηζκόο  
1
2 2
K( ) ,A A A  
ν νπνίνο απνηειεί έλα κέηξν γηα ηελ επζηάζεηα ηνπ ηεηξαγσληθνύ ζπζηήκαηνο από 
όπνπ πξνέθπςε ν πίλαθαο. Ο δείθηεο θαηάζηαζεο ζα ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ Ελόηεηα 
3.2.   
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Σηε ζπλέρεηα ζα αλαθεξζνύκε ζε νξηζκέλα ζπκπεξάζκαηα πνπ αθνξνύλ 
αξρηθά ζηνπο θαλνληθνύο θαη ζηε ζπλέρεηα ζηνπο δηαγσλνπνηήζηκνπο πίλαθεο. 
 
 
Ππόηαζη 2.3 [21] 
Έζησ nA M  θαλνληθόο πίλαθαο θαη 1 2, ,..., n    νη ηδηνηηκέο ηνπ (όρη θαηά αλάγθε 
δηαθεθξηκέλεο). Αλ   κηα ηδηνηηκή ηνπ  
A A  , 
ηόηε ππάξρεη ηδηνηηκή ( )i A   ηέηνηα ώζηε  
                                               
2
Ei   .                                              (2.19) 
  
 
Σύκθσλα κε ηελ Πξόηαζε 1.11 ν θαλνληθόο πίλαθαο είλαη πάληα 
δηαγσλνπνηήζηκνο, επνκέλσο ε Πξόηαζε 2.3 δίλεη ην έλαπζκα γηα λα δηαηππώζνπκε 
ην επόκελν ζεώξεκα, ηελ απόδεημή ηνπ κπνξνύκε λα ηε κειεηήζνπκε [10, Theorem 
6.3.2], [17, 21]. 
  
 
Θεώπημα 2.4  
Έζησ 1 2, ,..., n  ηδηνηηκέο ελόο  δηαγσλνπνηήζηκνπ πίλαθα nA M  
 κε 1PDPA  , 
nP M  θαη 1 2D ( , ,..., )ndiag . Έζησ αθόκε κηα λόξκα .  γηα ηελ νπνία ηζρύεη 
1 2
1
( , ,..., ) maxn i
i n
diag    
 
  
γηα θάζε δηαγώλην πίλαθα. Αλ   κηα ηδηνηηκή ηνπ A , ηόηε ππάξρεη ( )i A   ηέηνηα 
ώζηε  
                                                  1P P Ei 
  ,1                                           (2.20) 
όπνπ E nM . 
                                                 
1
 Εδώ ρξεηάδεηαη λα ζεκεηώζνπκε όηη ζηε (2.20) ν αξηζκόο 1P P  είλαη ν δείθηεο 
θαηάζηαζεο (P)K  ηνπ πίλαθα P , [18]. 
 
-λΘ λ\ λ λ@ λ
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Παπάδειγμα 2.7 










Να γίλεη δηαηαξαρή κε ηνλ πίλαθα 
0.0096 0.0096 0.0014







θαη λα βξεζνύλ ηα ζθάικαηα i   γηα 1,2,3i  , όπνπ   κηα ηδηνηηκή ηνπ 
δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A A  . 
Λύζη: 
Παξαηεξνύκε όηη ηζρύεη T TAA A A  , άξα ν πίλαθαο A  είλαη θαλνληθόο, επεηδή 
επαιεζεύεη ηνλ αληίζηνηρν Οξηζκό πνπ δηαηππώλεηαη ζηελ Ελόηεηα 1.1. Η 
θαλνληθόηεηα ηνπ A  καο νδεγεί ζην λα εθαξκόζνπκε ηελ Πξόηαζε 2.3. 
Οη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A  είλαη 
1 0 1.7321i   , 2 0 1.7321i   , 3 3.0000  . 
Εθαξκόδνληαο ηε ζρέζε (2.17) γηα ηνλ πίλαθα E  πξνθύπηεη ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο  










κε ηδηνηηκέο  
                          
1 0.0021 1.7357i   , 2 0.0021 1.7357i   , 3 3.0194  . 
Παίξλνληαο 
3 3.0194    από ηε (2.19)  
 γηα 1i  , 3.0194 (0 1.7321 ) 3.0194 1.7321 2.4730i i      
 γηα 2i  , 3.0194 (0 1.7321 ) 3.0194 1.7321 2.4730i i      
 γηα 3i  , 3.0194 3.0000 0.0194   
Η 2-λόξκα (θαζκαηηθή λόξκα) ηνπ πίλαθα δηαηαξαρήο E , πνπ ππνινγίδεηαη κε 
Matlab, είλαη ίζε κε 
2
E 0.0208 . 
Άξα, γηα 
3   ππάξρεη  ε ηδηνηηκή 3  ηέηνηα ώζηε 
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0.0208i   , 
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2.3 Διαηαπασή ιδιοηιμών πίνακα με μεηαβληηέρ α, b και πίνακα Ε  
       Γενικεςμένορ μεηαζσημαηιζμόρ Levinger 
Σε απηήλ ηελ ελόηεηα παξνπζηάδνληαη δηαηαξαρέο πνπ πξνθαινύληαη ζηηο 
ηδηνηηκέο ελόο πίλαθα A  από ηηο κεηαβιεηέο ,a b  θαη ηελ παξνπζία ελόο ηπραίνπ 





Γηα θάζε MnA  νξίδνπκε  
                                                              H SA AA                                                 (2.21) 
όπνπ 













 ,                               (2.22) 
ην επμιηιανό  θαη ανηιεπμιηιανό κέξνο ηνπ ,A αληίζηνηρα. 
 
 
Φξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (2.21) θαη (2.22) κπνξνύκε λα δηαηππώζνπκε 
ηνλ αθόινπζν νξηζκό. 
         
 
Οπιζμόρ 2.6 
Έζησ ν πίλαθαο nA M  θαη ,a b  ηπραίνη πξαγκαηηθνί αξηζκνί. Οξίδνπκε σο  
γενικεςμένο μεηαζσημαηιζμό Levinger ηνπ πίλαθα A  ηελ νηθνγέλεηα ησλ πηλάθσλ 
                        
*( , , ) S
2 2
A A
a b a b
L A a b a b A A
 




Έζησ ν πίλαθαο nA M . Γηα ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό t  κε [0,1]t  νξίδνπκε σο 
κεηαζρεκαηηζκό Levinger  
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*( , ) (1 )L A t t A tA                                              (2.24) 
 
Σηελ πεξίπησζε πνπ ζηε ζρέζε (2.23) αληηθαηαζηήζνπκε,  
2 1a t       θαη     1b  , 
ηόηε απηή γξάθεηαη 
*( ,2 1,1) (1 )L A t t A tA    ,   όπνπ .t  
νπόηε πξνθύπηεη ν «κλασικός» κεηαζρεκαηηζκόο Levinger (2.24), όπσο αλαθέξεηαη 
ζηε βηβιηνγξαθία, [1, 20].  
 
Σηε ζπλέρεηα, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην γεληθεπκέλν κεηαζρεκαηηζκό 
Levinger γηα έλαλ πίλαθα δηαηαξαρήο E , ηνπ νπνίνπ ε επίδξαζε ζε έλαλ πίλαθα 
nA M  εμαξηάηαη  από ηηο παξακέηξνπο ,a b  θαη ηνλ ηπραίν πίλαθα E nM . 
 
 
Οπιζμόρ 2.8  
Έζησ πίλαθαο nA M   θαη E nM  πίλαθαο δηαηαξαρήο. Θεσξνύκε ην δηαηαξαγκέλν  
πίλαθα  
                                    
E(E, , ) SA A L a b A a b      ,                                    (2.25) 
όπνπ ,a b  «αρκετά μικρές» κε ζηαζεξέο κεηαβιεηέο θαη κε ην ζπκκεηξηθό θαη 
αληηζπκκεηξηθό κέξνο ηνπ πίλαθα   λα επεξεάδεη μερσξηζηά ηνλ πίλαθα A .  
 
 
  Τν ζεώξεκα πνπ αθνινπζεί, ην νπνίν δηαηππώλεηαη θαη απνδεηθλύεηαη [1, 
Theorem 2] καο δίλεη ηύπνπο γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ ηδηνηηκώλ θαη ησλ 
ηδηνδηαλπζκάησλ ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A , πνζόηεηεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηηο 
ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ελόο δηαγσλνπνηήζηκνπ πίλαθα A .  
 
 
Θεώπημα 2.5   
Έζησ πίλαθαο [ ]ij nA a M   δηαγσλνπνηήζηκνο θαη iu  θαη iw  ηα δεμηά θαη αξηζηεξά  
ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ A  πνπ αληηζηνηρνύλ ζηελ ηδηνηηκή ( )i A  .  Αλ ε ηδηνηηκή  i
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θαη ην ηδηνδηάλπζκα 
,a bu  έρνπλ ζπλερείο δεύηεξεο ηάμεο κεξηθέο παξαγώγνπο ζηελ 
πεξηνρή ηνπ 
i  θαη iu , ηόηε: 
     
* * *
3 3( (E, , ) ) ( (E, , ) )( (E, , ) ) O( , )
( )
i i i k k i
i i
k ii i k i k





   








( (E, , ) )( (E, , ) )( (E, , ) )
( ) ( )( )
( (E, , ) )( (E, , ) )
             O( , )
( )
j k k ik k i
a b i j
k i j i k ii k k i k i j i k
j i i i
j
k i i j i j
w L a b u w L a b uu w L a b u
u u u
s s s
w L a b u w L a b u
u a b
s s










        (2.27) 
όπνπ *l l ls w u . 
 
 
Από ην Θεώξεκα 2.5 είλαη θαλεξό όηη κπνξνύκε λα εθηηκήζνπκε ηελ ηδηνηηκή 
ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα EA A  , όηαλ nA M  είλαη δηαγσλνπνηήκελνο θαη  
E nM , αξθεί λα παξαιείςνπκε ην 
3 3O( , )a b . Έηζη νξίδνπκε σο πποζεγγιζηική 
ηιμή ζηην ιδιοηιμή 
i  
ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A , ηελ  πνζόηεηα  
           
* * *
O( , ) ( (E, , ) ) ( (E, , ) )( (E, , ) ),
( )
a b i i i k k i
i i
k ii i k i k








          (2.28) 
όπνπ iu  θαη iw  ηα δεμηά θαη αξηζηεξά  ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ A . Τν 
O( , )a b
i
  δηαθέξεη 
από ην 
i θαηά 




Εδώ θαη νπνπδήπνηε αιινύ ζηε ζπλέρεηα ρξεηάδεηαη λα ζεκεηώζνπκε όηη, 
όηαλ , EA  είλαη πξαγκαηηθνί πίλαθεο ζηε ζέζε * (αλαζηξνθνζπδπγία) 
ρξεζηκνπνηείηαη T (αλαζηξνθή) θαη νη ιέμεηο εξκηηηαλό / αληηεξκηηηαλό 
αληηθαζίζηαληαη από ζπκκεηξηθό / αληηζπκκεηξηθό, αληίζηνηρα. 
 




Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 17:20:41 EET - 137.108.70.7




Έζησ nA M  κε ηδηνηηκή i , γηα θάζε 1,2,...,i n , θαη 
O( , )a b
i
  ηελ πξνζεγγηζηηθή 
ηηκή ζηελ ηδηνηηκή i  ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A . Οξίδνπκε σο πποζεγγιζηικό 
ζθάλμα ηεο ηδηνηηκήο i  
ην ζεηηθό πξαγκαηηθό αξηζκό πνπ είλαη   
                                                O( , )a b
i i ipr  
  .                                                  (2.29) 
                              
Με βάζε ηα παξαπάλσ πξαγκαηνπνηήζακε ηνλ αθόινπζν αιγόξηζκν πνπ 
ππνινγίδεηαη ε ηδηνηηκή  ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A  ζε ζρέζε κε ηελ ηδηνηηκή  ελόο 
δηαγσλνπνηήζηκνπ πίλαθα A .   
 
 
Αλγόπιθμορ 2.2    (κέζνδνο γεληθεπκέλνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Levinger) 
1. Εύξεζε ηδηνηηκώλ   ηνπ  πίλαθα nA M . 
2. Έζησ 1 2, ,..., k    λα είλαη νη k  δηαθνξεηηθέο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A , νη νπνίεο 
ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ πίλαθα  
1 2( ) (  ).( ) kM A I A I A I        
Αλ M  , ηόηε  ν πίλαθαο δελ δηαγσλνπνηείηαη θαη δελ εθαξκόδεηαη ε κέζνδνο 
δηαηαξαρήο ηδηνηηκώλ πίλαθα κε κεηαζρεκαηηζκό Levinger. Αλ M  ,  ηόηε  ν 
πίλαθαο δηαγσλνπνηείηαη. 
3. Υπνινγηζκόο ησλ δεμηώλ θαη αξηζηεξώλ ηδηνδηαλπζκάησλ ,i iu w  πνπ αληηζηνηρνύλ 
ζηελ ηδηνηηκή i  ηνπ πίλαθα A . 
4.  Εηζαγσγή ελόο ηπραίνπ πίλαθα nM  κε ζηνηρεία πνπ αλήθνπλ ζην δηάζηεκα 
[0,1] .  














6. Γηα ηηο πξαγκαηηθέο κεηαβιεηέο ,a b , ππνινγηζκόο ηνπ γεληθεπκέλνπ 
κεηαζρεκαηηζκνύ Levinger, E E(E, , ) SL a b a b   , από ηε (2.23).  
7. Υπνινγηζκόο ηεο πξνζεγγηζηηθήο ηηκήο O( , )a b
i
  ζηελ ηδηνηηκή 
i  ηνπ πίλαθα A  
από ηε (2.28)  
-
- ο
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* * *
O( , ) ( (E, , ) ) ( (E, , ) )( (E, , ) )
( )
a b i i i k k i
i i
k ii i k i k








  , 
όπνπ *
l l ls w u .      
8. Υπνινγηζκόο ηνπ πξνζεγγηζηηθνύ ζθάικαηνο από ηε (2.29), O( , )a b
i i ipr  
  . 




Φξεζηκνπνηώληαο ζηε (2.22) ηνλ πίλαθα δηαηαξαρήο E  θαη αληηθαζηζηώληαο ζηε 
(2.25) ηηο ηηκέο ησλ κεηαβιεηώλ ,a b , θαζώο θαη ην εξκηηηαλό θαη αληηεξκηηηαλό 
κέξνο ηνπ E  θαηαζθεπάδεηαη ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο 
                                     













  θαη    
1 0 1







Να ππνινγηζηεί ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο κε ηε ρξήζε ηνπ γεληθεπκέλνπ 
κεηαζρεκαηηζκνύ Levinger  θαη πξνζεγγηζηηθή ηηκή O( , )a b
i
  ζηελ ηδηνηηκή i  ηνπ 
δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A  σο ζπλάξηεζε ησλ κεηαβιεηώλ ,a b . 
Λύζη: 
 Από ην ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ πίλαθα 
2( ) ( 1)( 2)A A           , 
έρνπκε  
1 2,3( ) { 1,  2}A     . 
Από ηελ Πξόηαζε 1.10 πξνθύπηεη 
            
1
0 0 1










,    
2
1 0 1
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1 2( )( )A AI I    . 
 Άξα ν πίλαθαο A  είλαη δηαγσλνπνηήζηκνο. Σπλεπώο, νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ 
Θεσξήκαηνο 2.5 ηθαλνπνηνύληαη, νπόηε ζπλερίδνπκε ζην βήκα 3 ηνπ Αιγνξίζκνπ 2.2. 
    Τα δεμηά ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ A  πξνθύπηνπλ από ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο 
( ) 0iA I u  . Γηα 1   ην ζύζηεκα γίλεηαη : 
11
12 12 13 11 1
13
0 0 1 0 1
0 1 0 0 0, 0 , 1
0 0 1 0 0
u
u u u u g u g
u

       
               
       
              
 . 






   
    
   
      
 
Άξα έρνπκε ηνλ πίλαθα ησλ δεμηώλ ηδηνδηαλπζκάησλ  
1 2 3
1 1 0








    Αληίζηνηρα ηα αξηζηεξά ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ A  πξνθύπηνπλ από ηελ επίιπζε ηνπ 
ζπζηήκαηνο ( ) 0Tiw A I  , ηα νπνία ηνπνζεηνύκε ζηήιεο ζηνλ πίλαθα ησλ 







      
  
. 
    Θεσξνύκε ηνλ πίλαθα δηαηαξαρήο 
1 0 1







Σύκθσλα κε ηνλ Οξηζκό 2.6 ν γεληθεπκέλνο κεηαζρεκαηηζκόο Levinger ηνπ πίλαθα 
E  είλαη: 
ο
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E E(E, , ) S E E
2 2
1 0 1 1 0 1
(E, , ) 0 1 0 0 1 0
2 2
1 0 0 1 0 0
0
(E, , ) 0 0 .
0 0
Ta b a bL a b a b
a b a b
L a b
a b
L a b a
b
 
    
   
      
   






   
    Ο δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο A  είλαη: 
1 0 1 0 1 0 1
(E, , ) 0 2 0 0 0 0 2 0
0 0 2 0 0 0 2
a b a b
A A L a b a a
b b
      
          
     
           
. 
    Τν ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ A  είλαη 
  2 2( ) 2 (3 ) 2 ,A a a b b a             
από όπνπ πξνθύπηεη ην θάζκα ηνπ A  πνπ είλαη: 
2 2
1 , 2 ,
3 ,
3 ( 1) 4 ( 1) 3 ( 1) 4 ( 1)
( ) { ,  ,
2 2
             2 }.                                                                                                  
a b a b
a b





         
  
 




Έζησ ν  πίλαθαο       
                                              
4 1 5 3
2 3 1 0
2 1 9 2









θαη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί 0.0002a  , 0.001b  .  
Υινπνηώληαο ηνλ Κώδηθα 1 πνπ βξίζθεηαη ζην Παξάξηεκα, θαη αλαπηύζζεηαη 
ζύκθσλα κε ηνλ Αιγόξηζκν 2.2 (κέζνδνο γεληθεπκέλνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Levinger), 
i) λα ππνινγηζηεί ε πξνζεγγηζηηθή ηηκή O(0.0002,0.001)
1
  ζηελ ηδηνηηκή 1  ηνπ 
δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A , πνπ αληηζηνηρεί ζηε κηθξόηεξε πξαγκαηηθή  ηδηνηηκή 
ο
ο ο
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ηνπ πίλαθα Α, γηα θαηάιιειν πίλαθα Ε, έηζη ώζηε ην πξνζεγγηζηηθό ζθάικα λα 







ii) λα ππνινγηζηεί ε πξνζεγγηζηηθή ηηκή O(0.0002,0.001)
1
  ζηελ ηδηνηηκή 1  ηνπ 
δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A , πνπ αληηζηνηρεί ζηε κηθξόηεξε πξαγκαηηθή ηδηνηηκή 
ηνπ πίλαθα Α, γηα θαηάιιειν πίλαθα Ε, έηζη ώζηε ην πξνζεγγηζηηθό ζθάικα λα 







iii) λα ππνινγηζηεί ε πξνζεγγηζηηθή ηηκή O(0.0002,0.001)
4
  ζηελ ηδηνηηκή 4  ηνπ 
δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A , πνπ αληηζηνηρεί ζηε κεγαιύηεξε πξαγκαηηθή ηδηνηηκή 
ηνπ πίλαθα Α, γηα θαηάιιειν πίλαθα Ε, έηζη ώζηε ην πξνζεγγηζηηθό ζθάικα λα 








i) Ο πίλαθαο A  έρεη ηδηνηηκέο  
1 2 3 43,    6 2.8284 ,    6 2.8284 ,    5.i i           
Παξαηεξνύκε όηη όιεο νη ηδηνηηκέο ηνπ είλαη δηαθνξεηηθέο, από ηε Πξόηαζε 1.9 
πξνθύπηεη όηη ν πίλαθαο A  είλαη δηαγσλνπνηήζεκνο, νπόηε  κπνξεί λα εθαξκνζηεί ε 
κέζνδνο δηαηαξαρήο ηδηνηηκώλ πίλαθα κε γεληθεπκέλν κεηαζρεκαηηζκό Levinger. 
Γηα ηηο παξαπάλσ ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A  ππνινγίδνληαη  ηα αληίζηνηρα δεμηά θαη 
αξηζηεξά ηδηνδηαλύζκαηα  , ,i iu w  πνπ ηνπνζεηνύληαη σο ζηήιεο ζηνπο πίλαθεο ,u w  
σο αθνινύζσο. 
0.0308 0.7456 0.7456 0.2673
0.9857 0.095 0.0569 0.095 0.0569 0
 
0.0616 0.4751 0.2429 0.4751 0.2429 0.5345





   
  
 
     
 
    
 
0.2280 0.8523 0.5518 0.8523 0.5518 0.9874
1.0031 0.0394 0.1646 0.0394 0.1646 0.1039
 = .
0.1824 0.1901 1.2634 0.1901 1.2634 1.0393






     
     
 
   
 
    
 Ωο εθ ηνύηνπ, ην δεμηό θαη αξηζηεξό ηδηνδπάλπζκα πνπ αληηζηνηρεί ζηε κηθξόηεξε 
ηδηνηηκή είλαη ε πξώηε ζηήιε ησλ αληίζηνηρσλ πηλάθσλ u  θαη w  ηα νπνία ζηε 
ζπλέρεηα ζεκεηώλνληαη 1 1,u w , αληίζηνηρα.
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Γηα ηνλ ηπραίν  πίλαθα  
0.6122 0.9216 0.7962 0.7141         
0.8492 0.3472 0.9709 0.0981            
0.6386 0.0221 0.7417 0.9140             









από ηε (2.22) πξνθύπηεη ην ζπκκεηξηθό θαη αληηζπκκεηξηθό κέξνο ηνπ πίλαθα 1E , 




0.6122 0.8854 0.7174 0.6060
0.8854 0.3472 0.4965 0.0732E E
,
0.7174 0.4965 0.7417 0.59642













0 0.0362 0.0788 0.1081
0.0362 0 0.4744 0.0249E E
S
0.0788 0.4744 0 0.31762
0.1081 0.0249 0.3176 0
T
 
    
  
 
   
. 
Σύκθσλα κε ηε (2.23) γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο 0.0002a   θαη 0.001b   
έρνπκε: 
1
0.1224 0.2133 0.2223 0.2293
0.1408 0.0694 0.5737 0.0395
(E ,0.0002,0.001) 0.001
0.0647 0.3751 0.1483 0.4369









Η πξνζεγγηζηηθή ηηκή O( , )
1
a b  ζηελ ηδηνηηκή 1  ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A , πνπ 
πξνθύπηεη από  (2.28), είλαη  
O(0.0002,0.001) 1 1 1
1 1
1
1 1 1 1
1 1
( (E ,0.0002,0) )






k i k k
w L u
s











κε πξνζεγγηζηηθό ζθάικα ηεο κηθξόηεξεο ηδηνηηκήο, πνπ πξνθύπηεη από ηνλ ηύπν 
(2.29), ίζν κε  
                                                         4
1 1.4535 10pr
  . 
Φξεζηκνπνηώληαο ηνλ παξαπάλσ E  θαη ηνπο ,a b  ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο, πνπ 
πξνθύπηεη από ηε (2.25) όπσο ζην Σρόιην 2.5, είλαη 
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4.0001 1.0002 5.0002 2.9998
1.9999 2.9999 1.0006 0.0000
E (E , , )
1.9999 0.9996 9.0001 1.9996
1.0000 1.0000 0.9998 4.0002
A A A L a b
 
  





κε ηδηνηηκέο  
     
1 2 3 42,9998,    6.0001 2,8282 ,    6.0001 2,8282 ,    5.0001.i i           
Οη λόξκεο ηνπ πίλαθα δηαηαξαρήο 1E (E ,0.0002,0.001)L  
πνπ δεηνύληαη είλαη: 
 θαζκαηηθή λόξκα      4
2
E 7.2666 10   
 Frobenius λόξκα       4
F
E 9.6944 10   
 λόξκα γξακκήο         4E 10 10

   
 
ii) Έρνληαο ππνινγίζεη ζην πξνεγνύκελν εξώηεκα ηα αληίζηνηρα δεμηά θαη αξηζηεξά 
ηδηνδηαλύζκαηα πνπ αληηζηνηρνύλ ζηε κηθξόηεξε ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα A  θαη γηα ηνλ 
ηπραίν πίλαθα  
30.2194 44.3883 1.8960 10.7941
49.8159 3.0084 5.1766 19.2834
E ,
6.3900 4.1635 19.9579 45.6890








ην ζπκκεηξηθό θαη αληηζπκκεηξηθό κέξνο ηνπ πίλαθα E  πνπ πξνθύπηεη από (2.22) 




30.2194 47.1021 4.1430 10.3469
47.1021 3.0084 4.6701 24.2875E E
4.1430 4.6701 19.9579 36.28732













0 2.7138 2.2470 0.4472
2.7138 0 0.5066 5.0041E E
S
2.2470 0.5066 0 9.40172
0.4472 5.0041 9.4017 0
T
  





Σύκθσλα κε ηε (2.23) γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο 0.0002   θαη 0.001b   
έρνπκε: 
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2
0.0060 0.0067 -0.0014 0.0025
0.0121 0.0006 0.0014 -0.0001
(E ,0.0002,0.001) .
0.0031 0.0004 0.0040 0.0167









Η πξνζεγγηζηηθή ηηκή O(0.0002,0.001)
1
 , πνπ πξνθύπηεη από ηνλ ηύπν (2.28), είλαη  
                                               O(0.0002,0.001)
1 2.9983.
    
Από ηνλ ηύπν (2.29) ππνινγίδεηαη ην πξνζεγγηζηηθό ζθάικα ηηο κηθξόηεξεο ηδηνηηκήο, 
πνπ είλαη 
                                                           1 0.0017.pr   
Φξεζηκνπνηώληαο ηνλ παξαπάλσ πίλαθα 2(E ,0.0002,0.001)L  ν δηαηαξαγκέλνο 
πίλαθαο, πνπ πξνθύπηεη από ηε (2.25) όπσο ζην Σρόιην 2.5, είλαη 
2
4.0060 1.0067 4.9986 2.9975
1.9879 2.9994 1.0014 0.0001
(E ,0.0002,0.001)
1.9969 1.0004 9.0040 1.9833
1.0016 0.9901 0.9979 4.0036
A A L
 
   





κε ηδηνηηκέο  
        
1 2 3 42,9983,    6.0004 2,8286 ,    6.0004 2,8286 ,    5.0158.i i           
Οη λόξκεο ηνπ πίλαθα δηαηαξαρήο 2E (E ,0.0002,0.001)L  
πνπ δεηνύληαη είλαη:  
 θαζκαηηθή λόξκα      
2
E 0.0192  
 Frobenius λόξκα       
F
E 0.0257  
 λόξκα γξακκήο         E 0.0242

  
iii) Τα αληίζηνηρα δεμηά θαη αξηζηεξά ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ πίλαθα A , πνπ 












        















Τα νπνία ζεκεηώλνληαη σο ε ηειεπηαία ζηήιε ησλ αληίζηνηρσλ πηλάθσλ u θαη w ηνπ 
εξσηήκαηνο (i). 
Γηα ηνλ ηπραίν πίλαθα   
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0.6760 0.8991 0.6255 0.4051
0.2662 0.9165 0.1091 0.9970
E
0.2662 0.8948 0.0142 1.0000








ην ζπκκεηξηθό θαη αληηζπκκεηξηθό κέξνο ηνπ πίλαθα E , πνπ πξνθύπηεη από ηε 




0.6760 0.5827 0.7425 0.4210
0.5827 0.9165 0.5020 0.7576E E
,
0.7425 0.5020 0.0142 0.74672













0 0.3165 0.1170 0.0159
0.3165 0 0.3929 0.2394E E
S
0.1170 0.3929 0 0.25332
0.0159 0.2394 0.2533 0
T
  





Σύκθσλα κε ηε (2.23) γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο 0.0002a   θαη 0.001b   
έρνπκε:  
3
0.1352 0.4330 0.0315 0.0684
0.1999 0.1833 0.2924 0.3909
(E ,0.0002,0.001) 0.001
0.2655 0.4932 0.0028 0.4026









Η πξνζεγγηζηηθή ηηκή O(0.0002,0.001)
4
 , πνπ πξνθύπηεη από ηνλ ηύπν (2.28), είλαη  





Τν πξνζεγγηζηηθό ζθάικα ηεο κεγαιύηεξεο ηδηνηηκήο είλαη 
                                             O(0.0002,0.001) 4
4 4 4 3.1029 10 .pr  
      
Φξεζηκνπνηώληαο ηνλ παξαπάλσ 3(E ,0.0002,0.001)L  πξνθύπηεη ν αθόινπζνο 
δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο        
3
4.0001 1.0004 5.0000 2.9999
2.0002 2.9998 0.9997 0.0004
(E ,0.0002,0.001)
1.9997 1.0005 9.0000 1.9996









κε ηδηνηηκέο  
1 2 3 42,9997,    5.9999 2,8282 ,    5,9999 2,8282 ,    5.0003.i i           
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 θαζκαηηθή λόξκα      4
2
E 8.6303 10   
 Frobenius λόξκα       4
F
E 10 10   
 λόξκα γξακκήο         4E 12 10

                                                  □ 
 
 
Σην Παξάδεηγκα 2.9 γίλεηαη δηαηαξαρή ηνπ πίλαθα  A  ρξεζηκνπνηώληαο σο 
πίλαθα δηαηαξαρήο  ην  γεληθεπκέλν κεηαζρεκαηηζκό Levinger,  πνπ νξίδεηαη 
E E(E, , ) SL a b a b   , κε 0.0002a  θαη 0.001b   παίξλνληαο ηνλ αληίζηνηρν 
δηαηαξαγκέλν πίλαθα (E, , )A A L a b  . Αλαξσηηόκαζηε ηη απνηειέζκαηα ζα 
πξνθύςνπλ αλ κεηαβιεζεί ε ηηκή ησλ παξακέηξσλ a  ή b , ην νπνίν δνθηκάδεηαη ζην 




Έζησ ν πίλαθαο  
4 1 5 3
2 3 1 0
2 1 9 2









ηνπ Παξαδείγκαηνο 2.9 θαη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί 0.0002, 0a b  .  
Υινπνηώληαο ηνλ Κώδηθα 1 πνπ βξίζθεηαη ζην Παξάξηεκα, θαη αλαπηύζζεηαη 
ζύκθσλα κε ηνλ Αιγόξηζκν 2.2 (κέζνδνο γεληθεπκέλνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Levinger), 
λα ππνινγηζηεί ε πξνζεγγηζηηθή ηηκή O( , )
1
a b  ζηελ ηδηνηηκή 1  ηνπ δηαηαξαγκέλνπ 
πίλαθα A , πνπ αληηζηνηρεί ζηε κηθξόηεξε πξαγκαηηθή  ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα Α, γηα 
θαηάιιειν πίλαθα Ε, έηζη ώζηε ην πξνζεγγηζηηθό ζθάικα λα είλαη κηθξόηεξν ηνπ 








Σην πξνεγνύκελν Παξάδεηγκα 2.9 ππνινγίζηεθαλ ηα δεμηά θαη αξηζηεξά 
ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ πίλαθα A  θαη απηά πνπ αληηζηνηρνύλ ζηε κηθξόηεξε ηδηνηηκή 
είλαη: 
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        















Θεσξώληαο ηνλ ηπραίν πίλαθα  
0.8909 0.1493 0.8143 0.1966
0.9593 0.2575 0.2435 0.2511
E
0.5472 0.8407 0.9293 0.6160








ην ζπκκεηξηθό θαη αληηζπκκεηξηθό κέξνο ηνπ πίλαθα E , πνπ πξνθύπηεη από ηε 
(2.22), είλαη αληίζηνηρα                            
E
0.8909 0.5543 0.6808 0.1676
0.5543 0.2575 0.5421 0.2527E E
0.6808 0.5421 0.9293 0.48302











0 0.4050 0.1335 0.0290
0.4050 0 0.2986 0.0016E E
S .
0.1335 0.2986 0 0.13302
0.0290 0.0016 0.1330 0
T
 





Σύκθσλα κε ηε (2.23) κε πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο 0.0002a   θαη 0b   έρνπκε:  
E E
0.1782 0.1109 0.1362 0.0335
0.1109 0.0515 0.1084 0.0505
(E,0.0002,0) 0.0002 0 S 0.001 .
0.1362 0.1084 0.1859 0.0966




     
 
 
   
Η πξνζεγγηζηηθή ηηκή O(0.0002,0)
1
 , πνπ πξνθύπηεη από ηνλ ηύπν (2.28), είλαη   
 O(0.0002,0)
1 2.9999.
    
Τν πξνζεγγηζηηθό ζθάικα ηεο κηθξόηεξεο ηδηνηηκήο, πνπ πξνθύπηεη από ηνλ ηύπν 
(2.27), είλαη 
                                                         4
1 0.54793 10pr
   
Φξεζηκνπνηώληαο ηνλ παξαπάλσ (E,0.0002,0.001)L  από ηε (2.25) πξνθύπηεη ν 
αθόινπζνο δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο 
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 17:20:41 EET - 137.108.70.7
64                                                                                                                  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 
             
4.0002 1.0001 5.0001 3.0000
1.9999 2.9999 1.0001 0.0001
(E,0.0002,0)
1.9999 1.0001 9.0002 1.9999









κε ηδηνηηκέο  
        
1 2 3 42,9999,    6.0001 2,8283 ,    6.0001 2,8283 ,    5.0002.i i           
Οη λόξκεο ηνπ πίλαθα δηαηαξαρήο E (E,0.0002,0)L
 
είλαη:  
 θαζκαηηθή λόξκα       4
2
E 4.2346 10   
 Frobenius λόξκα        4
F
E 4.3484 10   
 λόξκα γξακκήο          4E 5.2703 10

                                               □ 
 
 
Σσόλιο 2.5  
Παξαηεξώληαο ζην Παξάδεηγκα 2.9 ηα απνηειέζκαηα πνπ αλαθέξνληαη ζην ζθάικα 
ηεο κηθξόηεξεο ηδηνηηκήο, (βιέπε εξσηήκαηα (i) θαη (ii)), γηα ηνλ ίδην πίλαθα A  θαη ηα 
ίδηεο κεηαβιεηέο a ,b  ζθεθηήθακε λα επαλαιάβνπκε ηνλ Κώδηθα 1 γηα 100 θνξέο, 






 ζε ζρέζε κε 
ην πξνζεγγηζηηθό ζθάικα 1,pr  
πνπ αληηζηνηρεί ζηε κηθξόηεξε πξαγκαηηθή  ηδηνηηκή 
ηνπ πίλαθα A .  
Σην Σρήκα 2.3 απεηθνλίδνληαη ηα δηαγξάκκαηα ζθάικαηνο - λόξκαο πνπ 
πξνέθπςαλ από ηνλ πίλαθα A   ηνπ Παπαδείγμαηορ 2.9 γηα 100 ηπραίνπο πίλαθεο   
θαη κε  0.0002, 0.001a b  . Σε θάζε θηγνύξα νξηδόληηνο άμνλαο είλαη νη ηηκέο ηνπ 
πξνζεγγηζηηθνύ ζθάικαηνο θαη ν θαηαθόξπθνο είλαη νη ηηκέο ησλ αληίζηνηρσλ 
ζεκεησκέλσλ λνξκώλ ηνπ πίλαθα δηαηαξαρήο E (E,0.0002,0)L . Τν ζπκπέξαζκα 


















4.2 10 E 8.7 10      
     
4 45.3 10 E 14.5 10 

     
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Σσήμα 2.3:   Σθάικαηνο - λόξκαο 
 
Ελώ παξαηεξώληαο ζην Σρήκα 2.4, ηα δηαγξάκκαηα ζθάικαηνο - λόξκαο πνπ 
πξνέθπςαλ από ηνλ πίλαθα A   ηνπ Παπαδείγμαηορ 2.10 γηα 100 ηπραίνπο πίλαθεο   
θαη κε  0.0002, 0,a b   ην ζπκπέξαζκα, πνπ πξνθύπηεη γηα ην πξνζεγγηζηηθό 













 είλαη:  
4 4
F
3 10 E 5.7 10      
4 4
2
2.4 10 E 5.6 10      
4 42.6 10 E 6.2 10 

     
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Σσόλιο 2.6 
Ο δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο E E(E, , ) H SA A L a b A a b      ζηα αθόινπζα 
παξαδείγκαηα ππνινγίδεηαη κε ηελ  εθαξκνγή ηνπ Αιγνξίζκνπ 2.2 (κέζνδνο 
γεληθεπκέλνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Levinger) ρξεζηκνπνηώληαο ζπκκεηξηθό πίλαθα A  
θαη 0b  . Σηελ πεξίπησζε απηή έρνπκε λα ζεκεηώζνπκε: 
(i) Ο Αιγόξηζκνο 2.2 εθαξκόδεηαη γηα ηελ πεξίπησζε ζπκκεηξηθώλ πηλάθσλ ρσξίο 
ηελ εθαξκνγή ηνπ βήκαηνο 2, κηα θαη νη ζπκκεηξηθνί πίλαθεο είλαη πάληα 
δηαγσλνπνηήζηκνη (βιέπε θαζκαηηθό ζεώξεκα, Θεώξεκα 1.2). 
(ii) Επεηδή 0b   ζηε (2.25) δελ ππνινγίδεηαη ην αληηζπκκεηξηθό κέξνο ηνπ E , 
ζπλεπώο ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο  
E(E, , ) HA A L a b A a     




Έζησ ν ζπκκεηξηθόο πίλαθαο       
                                             
3 2 2 2 5 1
2 1 4 7 2 2
2 4 9 4 3 7
2 7 4 6 6 7
5 2 3 6 4 4












θαη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί 0.0002, 0.a b   0.1800a   
Υινπνηώληαο ηνλ Κώδηθα 1 πνπ βξίζθεηαη ζην Παξάξηεκα, θαη αλαπηύζζεηαη 
ζύκθσλα κε ηνλ Αιγόξηζκν 2.2 (κέζνδνο γεληθεπκέλνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Levinger), 
i) λα ππνινγηζηεί ε πξνζεγγηζηηθή ηηκή O(0.0002,0.)
1
  ζηελ ηδηνηηκή 1  ηνπ 
δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A , πνπ αληηζηνηρεί ζηε κηθξόηεξε πξαγκαηηθή  ηδηνηηκή 
ηνπ πίλαθα Α, γηα θαηάιιειν πίλαθα Ε, έηζη ώζηε ην πξνζεγγηζηηθό ζθάικα λα 







ii) λα ππνινγηζηεί ε πξνζεγγηζηηθή ηηκή O(0.0002,0.)
1
  ζηελ ηδηνηηκή 1  ηνπ 
δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A , πνπ αληηζηνηρεί ζηε κηθξόηεξε πξαγκαηηθή  ηδηνηηκή 
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ηνπ πίλαθα Α,  γηα θαηάιιειν πίλαθα Ε, έηζη ώζηε ην πξνζεγγηζηηθό ζθάικα λα 







iii) λα ππνινγηζηεί ε πξνζεγγηζηηθή ηηκή O(0.0002,0.)
6
  ζηελ ηδηνηηκή 6  ηνπ 
δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα ,A  πνπ αληηζηνηρεί ζηε κεγαιύηεξε πξαγκαηηθή  ηδηνηηκή 
ηνπ πίλαθα Α, γηα θαηάιιειν πίλαθα Ε, έηζη ώζηε ην πξνζεγγηζηηθό ζθάικα λα 








i) Ο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο A  έρεη ηηο πξαγκαηηθέο ηδηνηηκέο  
1 2 3 4 5 65.4309,   1.9551,   2.1905,    3.5774,   6.4067,   26.2115.              
Σύκθσλα κε ην Σρόιην 2.6(i) ν ζπκκεηξηθόο πίλαθαο A  είλαη δηαγσλνπνηήζηκνο, 
νπόηε κπνξεί λα εθαξκνζηεί o Αιγόξηζκνο 2.2 (κέζνδνο γεληθεπκέλνπ 
κεηαζρεκαηηζκνύ Levinger). 
 Γηα ηηο παξαπάλσ ηδηνηηκέο ηνπ ζπκκεηξηθνύ πίλαθα A  ππνινγίδνληαη ηα δεμηά  
ηδηνδηαλύζκαηα, ηα νπνία ηνπνζεηνύληαη σο ζηήιεο ζηνλ αθόινπζν πίλαθα 
0.1755 0.6018 0.0934 0.5497 0.5018 0.2106
0.6558 0.2250 0.6149 0.1759 0.1406 0.3006
0.1611 0.2149 0.3006 0.5535 0.5497 0.4785
 
0.6105 0.0584 0.2246 0.5106 0.2471 0.5017




















   
 
Επεηδή ν πίλαθαο A  είλαη ζπκκεηξηθόο ηα αξηζηεξά ηδηνδηαλύζκαηα είλαη αθξηβώο 
ίδηα κε ηα δεμηά. Σπλεπώο ην δεμηό θαη αξηζηεξό ηδηνδηάλπζκα πνπ αληηζηνηρεί ζηε 
κηθξόηεξε ηδηνηηκή ηνπ A  από ηνλ παξαπάλσ πίλαθα u  θαη ζηε ζπλέρεηα 
ζεκεηώλνληαη 1 1u w . 
Γηα ηνλ ηπραίν  πίλαθα  
1
0.6959 0.5309 0.5313 0.0908 0.4574 0.2407
0.6999 0.6544 0.3251 0.2665 0.8754 0.6761
0.6385 0.4076 0.1056 0.1537 0.5181 0.2891
E
0.0336 0.8200 0.6110 0.2810 0.9436 0.6718
0.0688 0.7184 0.7788 0.4401 0.6377 0.6951
0.3196 0.9686 0.423

      
5 0.527
  
    
1 0.9577 0.068
       
            













ην ζπκκεηξηθό θαη αληηζπκκεηξηθό κέξνο ηνπ πίλαθα 1E , πνπ πξνθύπηεη από ηε 
(2.22), είλαη                                                             
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0.6959 0.6154 0.5849 0.0622 0.2631 0.2802
0.6154 0.6544 0.3664 0.5432 0.7969 0.8224
0.5849 0.3664 0.1056 0.3823 0.6484 0.3563E E
0.0622 0.5432 0.3823 0.2810 0.6919 0.59952
0.2631 0.7969 0.6484 0.6919 0.6377 0.8264
0.2802 0.
T
   .











Σύκθσλα κε ηε (2.23) γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο 0.0002a   θαη 0b  , έρνπκε:  
11 E
(E ,0.0002,0) 0.0002
0.1392 0.1231 0.1170 0.0124 0.0526 0.0560
0.1231 0.1309 0.0733 0.1086 0.1594 0.1645
0.1170 0.0733 0.0211 0.0765 0.1297 0.0713
0.001
0.0124 0.1086 0.0765 0.0562 0.1384 0.1199















Η πξνζεγγηζηηθή ηηκή O( , )
1
a b  ζηελ ηδηνηηκή 1  ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα ,A  πνπ 
πξνθύπηεη από  (2.28), είλαη  
O(0.0002,0.) 1 1 1
1 1
1
1 1 1 1
1 1
( (E ,0.0002,0) )






k i k k
w L u
s











 κε πξνζεγγηζηηθό ζθάικα ηεο κηθξόηεξεο ηδηνηηκήο, πνπ πξνθύπηεη από ηνλ ηύπν 
(2.29), ίζν κε  
                                                   4
1 0.10115 10pr
   
Φξεζηκνπνηώληαο ηνλ παξαπάλσ 1E  θαη ηνπο ,a b  ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο, πνπ 
πξνθύπηεη από ηε (2.25), είλαη 
1
3.0001 2.0001 2.0001 2.0000 5.0001 1.0001
2.0001 1.0001 4.0001 7.0001 2.0002 2.0002
2.0001 4.0001 9.0000 4.0001 3.0001 7.0001
(E ,0.0002,0)
2.0000 7.0001 4.0001 6.0001 6.0001 7.0001
5.0001 2.0002 3.0001 6.0001 4.0001 4.0002
A A L  











κε ηδηνηηκέο  
1 2 3 4 5 65.4308,   1.9552,   2.1903,   3.5774,   6.4066,   26.2121.              
Οη λόξκεο ηνπ πίλαθα δηαηαξαρήο 1E (E ,0.0002,0)L  
πνπ δεηνύληαη είλαη: 
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 θαζκαηηθή λόξκα      4
2
E 6.2736 10   
 Frobenius λόξκα        4
F
E 6.6541 10   
 λόξκα γξακκήο          4E 7.7288 10

   
 
ii) Έρνληαο ππνινγίζεη ζην πξνεγνύκελν εξώηεκα ην δεμηό ηδηνδηάλπζκα πνπ 
αληηζηνηρεί ζηε κηθξόηεξε ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα A  θαη γηα ηνλ ηπραίν πίλαθα   
               2
9.9931 23.5255 23.4604 43.8798 19.7621 27.9968
23.5255 4.4975 15.1678 20.8240 38.6023 18.0755
23.4604 15.1678 7.3804 15.9441 36.5820 26.4663
E
43.8798 20.8240 15.9441 40.7699 46.7241 47.2441
19.7621 38.6023 36.5820 46.7241 26.3

840 26.3546















9.9931 23.5255 23.4604 43.8798 19.7621 27.9968
23.5255 4.4975 15.1678 20.8240 38.6023 18.0755
23.4604 15.1678 7.3804 15.9441 36.5820 26.4663E E
43.8798 20.8240 15.9441 40.7699 46.7241 47.24412
19.7621 38.6023 36.5820 46
T
   .
.7241 26.3840 26.3546











Σύκθσλα κε ηε (2.23) γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο 0.0002a   θαη 0b   έρνπκε: 
22 E
(E ,0.0002,0) 0.0002
0.0020 0.0047 0.0047 0.0088 0.0040 0.0056
0.0047 0.0009 0.0030 0.0042 0.0077 0.0036
0.0047 0.0030 0.0015 0.0032 0.0073 0.0053
0.0088 0.0042 0.0032 0.0082 0.0093 0.0094
0.0040 0.0077 0.0073 0.0093 0.0053
L   
 .
0.0053











Η πξνζεγγηζηηθή ηηκή O( , )
1
a b  ζηελ ηδηνηηκή 1  ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα ,A  πνπ 
πξνθύπηεη από  (2.28), είλαη 
                                                     O(0.0002,0.)1 5.4319
   , 
κε πξνζεγγηζηηθό ζθάικα ηεο κηθξόηεξεο ηδηνηηκήο, πνπ πξνθύπηεη από ηνλ ηύπν 
(2.29), ίζν κε 
                                                O(0.0002,0.)
1 1 1 0.001pr  
   . 
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Φξεζηκνπνηώληαο ηνλ παξαπάλσ 2E  θαη ηνπο ,a b  ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο, πνπ 
πξνθύπηεη από ηε (2.25), είλαη 
  
2
3.0020 2.0047 2.0047 2.0088 5.0040 1.0056
2.0047 1.0009 4.0030 7.0042 2.0077 2.0036
2.0047 4.0030 9.0015 4.0032 3.0073 7.0053
(E ,0.0002,0)
2.0088 7.0042 4.0032 6.0082 6.0093 7.0094
5.0040 2.0077 3.0073 6.0093 4.0053 4.0053
A A L  











κε ηδηνηηκέο  
1 2 3 4 5 65.4319,   1.9551,   2.1865,   3.5760,   6.4072,   26.2437.              
Οη λόξκεο ηνπ πίλαθα δηαηαξαρήο 2E (E ,0.0002,0)L  
πνπ δεηνύληαη είλαη: 
 θαζκαηηθή λόξκα      
2
E 0.0346  
 Frobenius λόξκα        
F
E 0.0361  




iii) Έρνληαο ππνινγίζεη ζην πξνεγνύκελν εξώηεκα ην δεμηό ηδηνδηάλπζκα πνπ 
αληηζηνηρεί ζηε κεγαιύηεξε ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα A  θαη γηα ηνλ ηπραίν πίλαθα      
3
0.6952 0.8530 0.4170 0.1665 0.7378 0.7856
0.4991 0.8739 0.2060 0.6210 0.0634 0.5134
0.5358 0.2703 0.9479 0.5737 0.8604 0.1776
E
0.4452 0.2085 0.0821 0.0521 0.9344 0.3986
0.1239 0.5650 0.1057 0.9312 0.9844 0.1339
0.4904 0.6403 0.142
















0.6952 0.6761 0.4764 0.3058 0.4309 0.6380
0.6761 0.8739 0.2381 0.4147 0.3142 0.5768
0.4764 0.2381 0.9479 0.3279 0.4831 0.1598E E
0.3058 0.4147 0.3279 0.0521 0.9328 0.56362
0.4309 0.3142 0.4831 0.9328 0.9844 0.4964
0.6380 0.
T
   .











Σύκθσλα κε ηε (2.23) γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο 0.0002a   θαη 0b   έρνπκε: 
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0.1390 0.1352 0.0953 0.0612 0.0862 0.1276
0.1352 0.1748 0.0476 0.0829 0.0628 0.1154
0.0953 0.0476 0.1896 0.0656 0.0966 0.0320
0.001
0.0612 0.0829 0.0656 0.0104 0.1866 0.1127















Η πξνζεγγηζηηθή ηηκή O(0.0002,0)
6
  ζηελ ηδηνηηκή 6  ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα ,A  
πνπ πξνθύπηεη από  (2.28), είλαη 
                                                       O(0.0002,0)
6 26.2120
   
κε πξνζεγγηζηηθό ζθάικα ηεο κεγαιύηεξεο ηδηνηηκήο, πνπ πξνθύπηεη από ηνλ ηύπν 
(2.29), ίζν κε 
                                                      4
6 5.1442 10pr
  . 
Φξεζηκνπνηώληαο ηνλ παξαπάλσ 3E  θαη ηνπο ,a b  ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο, πνπ 
πξνθύπηεη από ηε (2.25), είλαη 
 
3
3.0001 2.0001 2.0001 2.0001 5.0001 1.0001
2.0001 1.0002 4.0000 7.0001 2.0001 2.0001
2.0001 4.0000 9.0002 4.0001 3.0001 7.0000
(E ,0.0002,0)
2.0001 7.0001 4.0001 6.0000 6.0002 7.0001
5.0001 2.0001 3.0001 6.0002 4.0002 4.0001
A A L  











κε ηδηνηηκέο  
1 2 3 4 5 65.4309,  1.9550,  2.1904,  3.5774,  6.4067,  26.2120.              
Οη λόξκεο ηνπ πίλαθα δηαηαξαρήο 3E (E ,0.0002,0)L  
πνπ δεηνύληαη είλαη: 
 θαζκαηηθή λόξκα      4
2
E 5.9941 10   
 Frobenius λόξκα        4
F
E 6.5667 10   
 λόξκα γξακκήο          4E 7.2836 10

                                               □ 
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Παπάδειγμα 2.12 










θαη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί 0.18, 0.a b    
Υινπνηώληαο ηνλ Κώδηθα 1, πνπ βξίζθεηαη ζην Παξάξηεκα, θαη αλαπηύζζεηαη 
ζύκθσλα κε ηνλ Αιγόξηζκν 2.2 (κέζνδνο γεληθεπκέλνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Levinger), 
λα ππνινγηζηεί έλαο ζεηηθά νξηζκέλνο A .  
Λύζη: 
Ο πίλαθαο A  έρεη ηδηνηηκέο 
                    1 2 30.5404,    2.2265,    37.0239      . 
Εηζάγνληαο ηηο κεηαβιεηέο 0.18, 0a b   θαη πινπνηώληαο ηνλ Κώδηθα 1, 
ππνινγίδεηαη ν ηπραίνο πίλαθαο      
9.9613 0.9241 6.0879



















Σύκθσλα κε ηε (2.23) γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο 0.18a   θαη 0b   έρνπκε: 
                    E
1.7930 0.1663 1.0958








Φξεζηκνπνηώληαο ηνλ παξαπάλσ E  θαη 0.18, 0a b  , ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο, 
πνπ πξνθύπηεη από ηε (2.25), είλαη 
                            
13.4930 4.1763 18.0058








κε ηδηνηηκέο  
1 2 30.0027,    3.8281,    39.9673     . 
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Άξα, ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο A  είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο θαζώο 0i  , γηα θάζε 
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Σην παξόλ θεθάιαην δηαηππώλνληαη ηα ζεσξήκαηα πνπ ζρεηίδνληαη κε ηε 
δηαηαξαρή ηδηνηηκώλ ησλ ζπκκεηξηθώλ πηλάθσλ [10, 17] θαη είλαη απαξαίηεηα γηα λα 
αλαπηπρζνύλ ηξείο λένη κέζνδνη (θαη νη αληίζηνηρνη αιγόξηζκνη θαη θώδηθεο), ε 
εθαξκνγή ησλ νπνίσλ κεηαηξέπεη έλαλ αόξηζην πίλαθα ζε ζεηηθά νξηζκέλν (ή ζεηηθά 
εκηνξηζκέλν)1. Η ηδέα ηεο δηαηαξαρήο ησλ αόξηζησλ πηλάθσλ θαη ε κεηαηξνπή ηνπο 
ζε ζεηηθά νξηζκέλνπο πξνήιζε από ηα ππνινγηζηηθά πξνβιήκαηα πνπ αληηκεησπίδνπλ 
νη (βην)ζηαηηζηηθνί, νη νηθνλνκνιόγνη, νη ςπρνιόγνη θ.α.., θαηά ηε κειέηε 
πξνβιεκάησλ ηεο πνιπκεηαβιεηήο ζηαηηζηηθήο αλάιπζεο δεδνκέλσλ, γηα 
παξάδεηγκα, πξνθύπηνπλ ζπκκεηξηθνί πίλαθεο ζπλδπαθύκαλζεο αόξηζηνη, [12].  
 
Οη κέζνδνη δηαηαξαρήο ηδηνηηκώλ ελόο αόξηζηνπ ζπκκεηξηθνύ πίλαθα θαη ε 
κεηαηξνπή ηνπ ζε πίλαθα ζεηηθά νξηζκέλν ή εκηνξηζκέλν, πνπ ζα αλαθεξζνύλ ζηελ 
Δλόηεηα 3.2, είλαη νη αθόινπζεο: 
i.   κέζνδνο ππεξηζρύνληνο δηαγώληνπ πίλαθα 
ii.   κέζνδνο ζεηηθώλ θύξησλ ππν-νξηδνπζώλ 
iii.   κέζνδνο πίλαθα βαζκνύ 1 
       
Σην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ, παξνπζηάδνληαη ηα ζπκπεξάζκαηα θαη νξηζκέλα 
κέηξα ζύγθξηζεο ησλ παξαπάλσ κεζόδσλ δηαηαξαρήο ησλ ηδηνηηκώλ. Όπσο 
αλαθέξεηαη ζηε βηβιηνγξαθία [4, 12] γηα ηηο ζπγθξίζεηο ρξεζηκνπνηνύληαη κέηξα, πνπ 
ζρεηίδνληαη κε  
i. ηηο λόξκεο : 
 λόξκα γξακκήο 
 θαζκαηηθή λόξκα 
                                                          
1
  Γηα ηνπο αληίζηνηρνπο νξηζκνύο, βιέπε Οξηζκόο 1.4, Δλόηεηα 1.1, Κεθάιαην 1.  
 
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 17:20:41 EET - 137.108.70.7
76                                                                                                                          ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 
 
 
ii. ην θξηηήξην δηαθνξάο απνιύησλ ηηκώλ 
iii. ην δείθηε θαηάζηαζεο (condition number).  
Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη νη θώδηθεο αλαπηύρζεθαλ ζηε Matlab, πξνθεηκέλνπ λα 
γίλνπλ νη ππνινγηζκνί ησλ πηλάθσλ ζε θάζε κέζνδν δηαηαξαρήο. Οη θώδηθεο γηα ηηο 
παξαπάλσ κεζόδνπο παξαηίζεληαη ζην Παξάξηεκα. 
Δπηπιένλ, επεηδή νη ζπκκεηξηθνί πίλαθεο έρνπλ πξαγκαηηθέο ηδηνηηκέο2, απηέο 
κπνξνύλ λα δηαηαρζνύλ ζε αύμνπζα (ή θζίλνπζα) ζεηξά. Σην παξόλ θεθάιαην, νη 
ηδηνηηκέο ησλ ζπκκεηξηθώλ πηλάθσλ ζεσξνύληαη δηαηεηαγκέλεο θαηά αύμνπζα ζεηξά, 
δειαδή, γηα θάζε ζπκκεηξηθό πίλαθα nA M , κε ( )i A  , 1,2, ,i n , 
ρξεζηκνπνηείηαη ν αθόινπζνο ζπκβνιηζκόο  






















                                                          
2
 Βιέπε, Πξόηαζε 1.3, ηδηόηεηα 5. 
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3.1 Δηαηαρατές ζσκκεηρηθώλ πηλάθωλ [10, 17] 
Έζησ ζπκκεηξηθόο πίλαθαο nA M  κε ηδηνηηκέο 1 2 ... n     , θαη έλαο 
ζπκκεηξηθόο πίλαθαο δηαηαξαρήο E nM  κε ηδηνηηκέο 1 2 ... n     . Ο 
δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο 
A A   
είλαη ζπκκεηξηθόο σο άζξνηζκα ζπκκεηξηθώλ πηλάθσλ, κε δηαηεηαγκέλεο ηηο ηδηνηηκέο 
ηνπ σο αθνινύζσο: 
1 2 ... n      
Δπίζεο, ρξεηάδεηαη λα παξαηεξήζνπκε όηη γηα έλα κε κεδεληθό πξαγκαηηθό 
δηάλπζκα x  ν πίλαθαο  
                                                              E Txx                                                        (3.1) 
είλαη ζπκκεηξηθόο, επεηδή επαιεζεύεηαη ν νξηζκόο πνπ δόζεθε ζηελ Δλόηεηα 1.1, 
δειαδή,  
 E ( ) E
T
T T T T T Txx x x xx    . 
Δπηπιένλ, κπνξνύκε λα παξαηεξήζνπκε όηη ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ E  είλαη κε 
αξλεηηθνί αξηζκνί  (ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ E  είλαη ηα ηεηξάγσλα ησλ αληίζηνηρσλ 
ζπληεηαγκέλσλ ηνπ δηαλύζκαηνο x ), θαη όηη γηα νπνηνδήπνηε πξαγκαηηθό δηάλπζκα 
y  ηζρύεη  
2E ( ) ( ) ( ) 0T T T T T T Ty y y xx y x y x y x y    , 
ην νπνίν επαιεζεύεη ηνλ Οξηζκό 1.4. Άξα, ν πίλαθαο δηαηαξαρήο E  ζηελ (3.1) είλαη 
ζεηηθά εκηνξηζκέλνο κε κε αξλεηηθά δηαγώληα ζηνηρεία. Δπίζεο από ηελ θαηαζθεπή 
ηνπ E  είλαη γλσζηό όηη (E) 1rank  , ζπλεπώο κηα κόλν ηδηνηηκή είλαη ζεηηθή θαη νη 
ππόινηπεο 1n  ζην πιήζνο είλαη ίζεο κε κεδέλ, [10].   
Καηά ζπλέπεηα, εθαξκόδνληαο ηνλ Οξηζκό 2.5 θαη ηελ (2.17), ε δηαηαξαρή πνπ 
πξνθαιεί ν πίλαθαο E  ηεο (3.1) ζε έλα ζπκκεηξηθό πίλαθα A  είλαη ν δηαηαξαγκέλνο 
ζπκκεηξηθόο πίλαθαο    
                                                   E TA A A xx    .                                              (3.2) 
Έηζη απνδεηθλύεηαη ην αθόινπζν ζεώξεκα, ην νπνίν παξνπζηάδεη έλαλ ηξόπν 
θαηαζθεπήο ελόο ειδικού πίλαθα δηαηαξαρήο E , πνπ νδεγεί ζε ζπκκεηξηθό 
δηαηαξαγκέλν πίλαθα. 
::::
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 17:20:41 EET - 137.108.70.7
78                                                                                                                          ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 
 
 
Θεώρεκα 3.1  
Έζησ ν ζπκκεηξηθόο πίλαθαο nA M  θαη 1nx M   έλα κε κεδεληθό πξαγκαηηθό 
δηάλπζκα. Τόηε, ηζρύνπλ ηα αθόινπζα:  
i. ν πίλαθαο δηαηαξαρήο E Txx είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο κε κε αξλεηηθά 
δηαγώληα ζηνηρεία, 
ii. ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο TA A xx  είλαη ζπκκεηξηθόο. 
 
Μία κέζνδνο ππνινγηζκνύ ησλ πξαγκαηηθώλ «ακριανών» ηδηνηηκώλ (ηεο 
κέγηζηεο θαη ηεο ειάρηζηεο) ελόο ζπκκεηξηθνύ πίλαθα A  δηαηππώλεηαη ζην αθόινπζν 
ζεώξεκα, ν αλαγλώζηεο κπνξεί λα κειεηήζεη ηελ απόδεημε [10, Theorem 4.2.2], [17], 
θαζώο επίζεο θαη κηα γεληθή εθηίκεζε όηη νη ππόινηπεο ηδηνηηκέο αλήθνπλ ζην 
δηάζηεκα 1[ , ]n  . Ωζηόζν, ζηα πνξίζκαηα, πνπ ην αθνινπζνύλ θαη είλαη άκεζε 
ζπλέπεηά ηνπ, δίλνληαη θάπνηεο ζρεηηθέο πιεξνθνξίεο. 
 
 
Θεώρεκα 3.2 (Rayleigh – Ritz)  
Έζησ ζπκκεηξηθόο πίλαθαο nA M  κε ηδηνηηκέο 1 2 ... n     , θαη 1nx M   έλα 
κε κεδεληθό πξαγκαηηθό δηάλπζκα. Τόηε, ηζρύνπλ ηα αθόινπζα:  
                                                     1 ,   
T T T
nx x x Ax x x                                               













                                (3.3) 

















Έζησ nA M  ζπκκεηξηθόο πίλαθαο, x  έλα δνζκέλν κε κεδεληθό πξαγκαηηθό 
δηάλπζκα, θαη                                                                                                                              






 .                                                             
Τόηε, ππάξρεη κία ηνπιάρηζηνλ ηδηνηηκή ηνπ A  ζην δηάζηεκα ( , ]a  θαη ηνπιάρηζηνλ 
κία ζην δηάζηεκα [ , )a  . 
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Έζησ νη ζπκκεηξηθνί πίλαθεο , nA M  κε n , n  ηηο κεγαιύηεξεο ηδηνηηκέο ησλ A  
θαη  , αληίζηνηρα, θαη ν δηαηαξαγκέλνο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο A A  . Τόηε ηζρύεη 
                                       
1 1 1




x x x x x x
x Ax x Ax x x  
  
     ,            (3.5) 
όπνπ 
n  είλαη ε κέγηζηε ηδηνηηκή ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A . 
 
 
Στόιηο 3.1  
(i) Τν Πόξηζκα 3.1 δίλεη πιεξνθνξίεο γηα ηνλ εληνπηζκό ηνπ θάζκαηνο ηνπ 
ζπκκεηξηθνύ πίλαθα ζε δηαζηήκαηα ηνπ πξαγκαηηθνύ άμνλα, ρσξίο λα δίλεη 
πιεξνθνξίεο εληνπηζκνύ ησλ αθξηαλώλ ηδηνηηκώλ ηνπ ζπκκεηξηθνύ πίλαθα. 
(ii) Από ηελ (3.5) ηνπ Πνξίζκαηνο 3.2 κπνξνύκε λα ζπκπεξάλνπκε όηη νπνηαδήπνηε 
δηαηαξαρή κέζσ ζπκκεηξηθνύ πίλαθα   δελ κπνξεί λα κεγαιώζεη ηε κεγαιύηεξε 
ηδηνηηκή ηνπ ζπκκεηξηθνύ πίλαθα A  πεξηζζόηεξν από 
2
E , επεηδή 
2
En  . 
 
 
Θεώρεκα 3.3 (Weyl)  
Έζησ , E nA M  ζπκκεηξηθνί πίλαθεο κε δηαηεηαγκέλεο ηδηνηηκέο 1 2 ... n      
ηνπ πίλαθα A , θαη 1 2 ... n      ηνπ πίλαθα E . Γηα ηηο δηαηεηαγκέλεο ζε αύμνπζα 
ζεηξά ηδηνηηκέο i  ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A A   ηζρύεη 
                                                             1i i i n        ,                                    (3.6) 
γηα θάζε 1,2,...,i n . 
 
 
Στόιηο 3.2  
(i) Τν Θεώξεκα 3.3 (Weyl), πνπ απνδεηθλύεηαη [10, Theorem 4.3.1], [17], εληνπίδεη 
ην δηάζηεκα ζηνλ πξαγκαηηθό άμνλα, όπνπ αλήθεη θάζε ηδηνηηκή ηνπ 
δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα. Τα άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο εμαξηώληαη από ηηο δύν 
αθξηαλέο  (ειάρηζηε θαη κέγηζηε) ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα δηαηαξαρήο, ζπλεπώο 
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 17:20:41 EET - 137.108.70.7
80                                                                                                                          ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 
 
 
κπνξνύκε λα έρνπκε κία εθηίκεζε γηα ην δηάζηεκα πνπ αλήθεη ην ζθάικα3 ηεο 
ηδηνηηκήο i  ηνπ ζπκκεηξηθνύ πίλαθα A , επεηδή από ηελ (3.6) κπνξνύκε λα 
γξάςνπκε  
                                                      1 i i n      .                                           (3.7) 
(ii) Σπλδπάδνληαο ην Πόξηζα 3.1 κε ην Θεώξεκα 3.3 ζπκπεξαίλνπκε όηη αλ 1 0   
 ( 1  ειάρηζηε ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα δηαηαξαρήο), ηόηε γηα θάζε i  ην δηάζηεκα πνπ 
πεξηέρεη ηελ i  ηνπ A  δελ πεξηέρεη ηελ i   ηνπ A . Απηό ζπκβαίλεη όηαλ ν   
είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο. Σπλεπώο, αλ έλαο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο δηαηαξάζζεηαη 
από έλα ζεηηθά νξηζκέλν πίλαθα, ηόηε νη ηδηνηηκέο ηνπ απμάλνπλ. 
(iii) Όηαλ ν πίλαθαο δηαηαξαρήο E  είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο, ζπλδπάδνληαο ηα 
παξαπάλσ ζρόιηα (i) θαη (ii) γλσξίδνπκε εθ ησλ πξνηέξσλ ην άλσ θξάγκα ηνπ 
ζθάικαηνο ηεο ηδηνηηκήο i   ηνπ A , απηό είλαη ε κέγηζηε ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα 
δηαηαξαρήο, επεηδή από ηελ (3.7) κπνξνύκε λα γξάςνπκε 
                                                 10 i i n       .                                          (3.8) 
Σηελ ηειεπηαία παξαηήξεζε θαη ζην Θεώξεκα 3.3 (Weyl) κπνξνύκε λα 
θαηαζθεπάζνπκε κηα δηαηαξαρή κε ζθνπό λα κεηαηξέπεη έλαλ αόξηζην πίλαθα ζε 
ζεηηθά νξηζκέλν ρξεζηκνπνηώληαο σο πίλαθα δηαηαξαρήο έλα ζεηηθά νξηζκέλν 
πίλαθα. Σπλδπάδνληαο ηε (2.1) κε ην Θεώξεκα 3.3 (Weyl) κπνξεί λα 
θαηαζθεπαζηεί ζεηηθά νξηζκέλνο δηαγώληνο πίλαθαο δηαηαξαρήο E , όπνπ 
ηθαλνπνηεί ην Σρόιην 3.2 (ii), έηζη ώζηε νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα A  λα απμάλνληαη. 
Η θαηαζθεπή ηνπ δηαγώληνπ πίλαθα δηαηαξαρήο E  μεθηλά κε ηε κηθξόηεξε 
ηδηνηηκή (ηελ νπνία ρξεζηκνπνηνύκε κε απόιπηε ηηκή) απμάλνληαο ζηαδηαθά 
θαηά  , όπνπ   ζηαζεξή κεηαβιεηή, ηέηνηα ώζηε νη ηδηνηηκέο ηνπ δηαγώληνπ 
πίλαθα δηαηαξαρήο E  λα είλαη   
1 1 1( ) ... ( )n              
όπνπ 1  είλαη ε κηθξόηεξε ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα A  θαη n  ε δηάζηαζή ηνπ. Η 
πινπνίεζε ηεο δηαηαξαρήο  παξαηίζεηαη  ζην Κώδηθα 4 ηνπ Παξαξηήκαηνο.  
 
 
                                                          
3
 Βιέπε ζηνλ Οξηζκό 2.2, 
i i ier    , ζρέζε (2.2). 
--
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3.2 Μεηαηροπή αόρηζηοσ πίλαθα ζε ζεηηθά ορηζκέλο  
Απηή ε ελόηεηα εκπεξηέρεη κεζόδνπο δηαηαξαρήο ηδηνηηκώλ ζπκκεηξηθώλ 
πηλάθσλ, πνπ ζπλδπάδνπλ ηα ζεσξήκαηα ηεο Δλόηεηαο 3.1 κε ηνλ Οξηζκό 2.4 θαη ηηο 
ηδηόηεηεο ηνπ ππεξηζρύνληνο δηαγώληνπ πίλαθα, θαζώο θαη ζηε ζεσξία γηα ην 
ζπκκεηξηθό πίλαθα δηαηαξαρήο βαζκνύ 1, ε νπνία δηαηππώλεηαη ζην Θεώξεκα 3.1.  
Τν ζεκαληηθόηεξν ζεσξεηηθό ππόβαζξν ηεο παξνύζαο ελόηεηαο απνηειεί ην 
επόκελν ζεώξεκα, ηελ απόδεημε ηνπ νπνίνπ ν αλαγλώζηεο κπνξεί λα ηε κειεηήζεη 
[10, Corollary 7.2.3].  
 
 
Θεώρεκα 3.4  
Έζησ  [ ]ij nA a M   ζπκκεηξηθόο πίλαθαο θαη απζηεξά ππεξηζρύσλ δηαγώληνο. Αλ 




3.2.1 Μέζοδος σπερηζτύοληος δηαγώληοσ πίλαθα                                   
Η παξαθάησ κεζνδνινγία βαζίδεηαη ζην Θεώξεκα 3.4 θαη αλαθέξεηαη ζε 
αόξηζηνπο ζπκκεηξηθνύο πίλαθεο κε κε αξλεηηθά δηαγώληα ζηνηρεία, ώζηε κε ηε 
δηαηαξαρή ηνπο λα κεηαηξαπνύλ ζε ζεηηθά νξηζκέλνπο. 
Η κέζνδνο ππεξηζρύνληνο δηαγώληνπ πίλαθα είλαη ε δηαδηθαζία πνπ 
αθνινπζείηαη γηα ηελ θαηαζθεπή ελόο ππεξηζρύνληνο δηαγώληνπ πίλαθα A , πνπ είλαη 
ν δηαηαξαγκέλνο, κε γλώκνλα θαηαζθεπήο ηνλ πίλαθα A . Η κέζνδνο ππεξηζρύνληνο 




Αιγόρηζκος 3.1 (κέζνδνο ππεξηζρύνληνο δηαγώληνπ πίλαθα) 
1. Έιεγρνο ζπκκεηξηθόηεηαο ηνπ πίλαθα ij na MA     . 
2. Δύξεζε  ηδηνηηκώλ ηνπ πίλαθα ijA a     θαη έιεγρνο γηα ηελ ύπαξμε αξλεηηθώλ 
ηδηνηηκώλ. Αλ δελ ππάξρνπλ αξλεηηθέο ηδηνηηκέο ν αιγόξηζκνο ηεξκαηίδεη. 
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3. Δύξεζε ησλ πηλάθσλ D  θαη B , όπνπ 
A D B 
4
, 
D  δηαγώληνο πίλαθαο κε δηαγώληα ζηνηρεία ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ A , θαη B  ν 
πίλαθαο κε όια ηα δηαγώληα ζηνηρεία ίζα κε κεδέλ θαη ηα ππόινηπα ζηνηρεία ηνπ 
ίζα κε ηα ζηνηρεία ηνπ Α. 
4. Αξρηθνπνίεζε  ελόο n n  κεδεληθνύ πίλαθα 0E . 
5. Καηαζθεπή ελόο n n  δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A   σο αθνινύζσο 
i. Υπνινγηζκόο όισλ ησλ ζηνηρείσλ ηεο θύξηαο δηαγσλίνπ ηνπ A  από (2.6),                                                                           












1,2, ,i n .  
 
                        (3.9) 
         Τνπνζέηεζε ησλ ζηνηρείσλ iia , 1,2, ,i n ,
 
αληίζηνηρα, σο δηαγώληα  
          ζηνηρεία ζηνλ πίλαθα 0E .   
ii. Γεκηνπξγία δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα 


















                     (3.10) 




Σπλδπάδνληαο ηελ (3.9) κε ηελ (3.10) ζπκπεξαίλνπκε όηη ν Αιγόξηζκνο 3.1 
δεκηνπξγεί έλα δηαηαξαγκέλν πίλαθα ζπκκεηξηθό θαη ππεξηζρύσλ δηαγώλην. Από ηελ 
αλάιπζε ηνπ A  ζηνπο πίλαθεο ,B D  ηελ αλάιπζε ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα
5
 ζηε 
(2.17) θαη ηελ (3.10), ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο A  γξάθεηαη  
0E EA A D B B        , 
όπνπ E  είλαη πίλαθαο δηαηαξαρήο θαη ηζνύηαη κε 
                                                          0 D    .                                                  (3.11)  
 
                                                          
4
 Γηα ηελ αλάιπζε ηνπ πίλαθα A , βιέπε ζην Κεθάιαην 2, ηε ζρέζε (2.4). 
5
 Γηα ηελ αλάιπζε ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα EA A  , βιέπε ζην Κεθάιαην 2, ηε ζρέζε 
(2.17). 
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Παράδεηγκα 3.1  
 Έζησ ν ζπκκεηξηθόο πίλαθαο  










Να ππνινγηζηεί ζεηηθά νξηζκέλνο πίλαθαο ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ Αιγόξηζκν 3.1 θαη 
πινπνηώληαο ηνλ Κώδηθα  2 ηνπ Παξαξηήκαηνο. 
Λύζε: 
Οη ηδηνηηκέο ηνπ ζπκκεηξηθνύ πίλαθα A  είλαη 
                                1  0.5404   , 2  2.2265  ,  3 37.0239  , 
κε            
         
11.7000 0 0
















.     
(3.12) 
Από (3.9) έρνπκε:  











  ,  











  , θαη  











  .   
Σπλεπώο, ζύκθσλα κε ην βήκα 5i ηνπ Αιγνξίζκνπ 3.1 θαηαζθεπάδεηαη ν πίλαθαο 
0
20.9200 0 0







Δθαξκόδνληαο ηελ (3.10) θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ (3.12) πξνθύπηεη ν 
δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο 
                                       3.1
20.9200 4.0100 16.9100






    
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Ο δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο 3.1A  
είλαη έλαο ππεξηζρύσλ δηαγώληνο πίλαθαο κε ηδηνηηκέο 
 
                                    1  4.6854  ,    2 9.2091  ,  3 40.9855  .                             
Από ηελ (3.11) θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ (3.12) ππνινγίδεηαη ν πίλαθαο δηαηαξαρήο, 
πνπ είλαη   
                                    1 0
9.2200 0 0








                                                                                                                                        □ 
 
 
3.2.2  Μέζοδος ζεηηθώλ θύρηωλ σπο-ορηδοσζώλ 
 Όπσο αλαθέξζεθε ζην Κεθάιαην 1 ζηελ Πξόηαζε 1.4(ii), όηαλ ην ζύλνιν 
ησλ ππνπηλάθσλ ελόο ζπκκεηξηθνύ πίλαθα A  έρεη ζεηηθέο νξίδνπζεο, ηόηε ν πίλαθαο 
A  είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο [8, 10]. Η παξνύζα κέζνδνο πξνηείλεη ηελ αληηθαηάζηαζε 
ησλ αξλεηηθώλ νξηδνπζώλ ηνπ ππνπίλαθα από ζεηηθέο ηηκέο. Απηό επηηπγράλεηαη κε 
ηε κείσζε θαηά απόιπηε ηηκή ησλ κε δηαγώλησλ ζηνηρείσλ ηνπ πίλαθα A , νπόηε 
εθαξκόδνληαο ηε (2.5) ζηνλ Οξηζκό 2.3 γηα θαηάιιειν    ππνινγίδεηαη έλαο λένο 
δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο, ν νπνίνο ιόγσ θαηαζθεπήο ηνπ είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο. 
Δλώ ζηνλ Αιγόξηζκν 3.1 ε κέζνδνο δηαηαξαρήο ηνπ ζπκκεηξηθνύ πίλαθα 
δεκηνπξγεί ππεξηζρύσλ δηαγώλην, όπνπ ε κεγαιύηεξε δηαηαξαρή γίλεηαη ζηα δηαγώληα 
ζηνηρεία, ν αιγόξηζκνο πνπ αθνινπζεί επηδηώθεη ηελ επίηεπμε ηεο νξηζηηθόηεηαο κε 
κεηαβνιή ησλ ζηνηρείσλ εθηόο δηαγσλίνπ. Η δηαηάξαμε ησλ ζηνηρείσλ ηνπ πίλαθα 
ζηακαηά, όηαλ όιεο νη θύξηεο ππν-νξίδνπζεο είλαη ζεηηθέο. Ο Κώδηθαο 3 ηεο κεζόδνπ 
ζεηηθώλ θύξησλ ππν-νξηδνπζώλ παξαηίζεηαη ζην Παξάξηεκα. 
 
 
Αιγόρηζκος 3.2 (κέζνδνο ζεηηθήο θύξηαο ππν-νξίδνπζαο) 
1. Έιεγρνο επαιήζεπζεο όισλ ησλ αθόινπζσλ παξακέηξσλ ηνπ πίλαθα 
,nija MA      πνπ ζρεηίδνληαη κε  
i. ηε ζπκκεηξηθόηεηα ηνπ πίλαθα 
ii. ηελ νξηζηηθόηεηά ηνπ, λα έρεη ηνπιάρηζηνλ κία αξλεηηθή ηδηνηηκή 
iii. αλ έρεη όια ηα ζηνηρεία ηεο δηαγσλίνπ ζεηηθά. 
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          Αλ ηθαλνπνηνύληαη όια ηα παξαπάλσ θξηηήξηα πεγαίλεη ζην επόκελν  βήκα,                                                   
          αιιηώο ν αιγόξηζκνο ηεξκαηίδεη.   
2.   Δύξεζε ησλ πηλάθσλ  D  θαη B , όπνπ  
A D B  , 
D  δηαγώληνο πίλαθαο κε δηαγώληα ζηνηρεία ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ A , θαη B   
πίλαθαο κε όια ηα δηαγώληα ζηνηρεία ίζα κε κεδέλ θαη ηα ππόινηπα ζηνηρεία ηνπ 
ίζα κε ηα ζηνηρεία ηνπ Α. 
3. Αξρηθνπνίεζε ηεο κεηαβιεηήο   κε 1.   
4. Καηαζθεπή ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα6  
                                                    A D B  .                                                 (3.13) 
5. Έιεγρνο ησλ ππν-νξηδνπζώλ ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα A   
i. Αλ det 0mA  , γηα θάζε 1,2, ,m n , ν αιγόξηζκνο ηεξκαηίδεη   
 θαη εκθαλίδεη ηελ ηηκή ηεο κεηαβιεηήο   θαη ηνλ πίλαθα   δηαηαξαρήο  
                         E ( 1)B  .                                              (3.14) 
ii. Αλ έζησ θαη κηα det 0mA  , γηα θάπνην 1,2, ,m n , κεηώλεη ηε κεηαβιεηή 















ηνπ Παξαδείγκαηνο 3.1. Φξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν ηεο ζεηηθήο θύξηαο ππν-
νξίδνπζαο, πνπ παξνπζηάδεηαη ζηνλ Αιγόξηζκν 3.2 θαη πινπνηείηαη ζηνλ Κώδηθα 3, 
λα ππνινγηζηεί γηα θαηάιιειν   ζεηηθά νξηζκέλνο πίλαθαο A . 
 
 
                                                          
6
 Βιέπε, ηε ζρέζε (2.5) ζηνλ Οξηζκό 2.3, ηνπ Κεθαιαίνπ 2. Μειεηώληαο ηα ζρόιηα πνπ 
αθνινπζνύλ ηνλ Οξηζκό 2.3 δηαπηζηώλνπκε όηη ε κεηαβιεηή   έρεη λόεκα λα δέρεηαη 
ηηκέο ζην δηάζηεκα [0,1]. 
...
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Σύκθσλα κε ηνλ Αιγόξηζκν 3.2 δηαπηζηώλνπκε όηη ηθαλνπνηνύληαη όια ηα θξηηήξηα 
ηνπ βήκαηνο 1. Πην ζπγθεθξηκέλα, ν πίλαθαο A  είλαη ζπκκεηξηθόο, έρεη κηα αξλεηηθή 
ηδηνηηκή θαη έρεη όια ηα ζηνηρεία ηεο δηαγσλίνπ ζεηηθά. Δπνκέλσο κπνξνύκε λα 
εθαξκόζνπκε ηε κέζνδν ηεο ζεηηθήο νξίδνπζαο. 
 Οη ηδηνηηκέο ηνπ ζπκκεηξηθνύ πίλαθα A  είλαη 
1 0.5404   ,   2 2.2265  ,   3 37.0239  , 
θαη από ηελ (3.12) έρνπκε :   
           
11.7000 0 0

















Σηε ζπλέρεηα, αληηθαζηζηώληαο ζηε (2.5) 1   θαηαζθεπάδεηαη ν δηαηαξαγκέλνο 
πίλαθαο  
11.7000 4.0100 16.9100








Υπνινγίδνπκε ηηο ππν-νξίδνπζεο ηνπ πίλαθα A , πνπ είλαη 
            
1det 11.7A  ,  2det 29.3159A  ,  3det 44.5429A   . 
Δπεηδή 
3det 0A   εθαξκόδνληαο ην βήκα 5ii  κεηώλνπκε ην  .  Η κείσζε ηνπ   γίλεηαη 
ηόζν ώζηε νη  ππν-νξίδνπζεο ηνπ πίλαθα A  λα είλαη όιεο ζεηηθέο. Έηζη ινηπόλ κεηά 
από κηα επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία πνπ εθηειείηαη ζηνλ Κώδηθα 3 ππνινγίδεηαη  
0.966  . 
Σηελ ζπλέρεηα, από ηελ (3.13) θαη γηα ηελ παξαπάλσ ηηκή ηεο κεηαβιεηήο    
θαηαζθεπάδνπκε ην δηαηαξαγκέλν πίλαθα  
       
3.2
11.7000 0 0 0 4.0100 16.9100
0 3.8800 0 0.966 4.0100 0 6.5200
0 0 23.1300 16.9100 6.5200 0
11.7000 3.8737 16.3351
   3.8737 3.8800 6.2983
16.3351 6.2983 23.1300
A
   
    
   
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Δπεηδή νη ππν-νξίδνπζεο ηνπ πίλαθα 
3.2A  είλαη det 0mA  , γηα θάζε 1,2,3m  , 
ζύκθσλα κε ηελ Πξόηαζε 1.4 ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο 
3.2A  είλαη ζεηηθά νξηζκέλνο 
θαη γηα ηελ ηηκή 0.966   από ηελ (3.14) ν αληίζηνηρνο πίλαθαο δηαηαξαρήο είλαη 
                                    2
0 0.1363 0.5749





   
. 
 θαη νη ηδηνηηκέο ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα 
3.2A   είλαη:    
1 0.0068  ,   2 2.3078  ,   θαη   3 36.3955  . 
Άξα, ν πίλαθαο 
3.2A , πνπ πξνέθπςε κε ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ ζεηηθήο θύξηαο 




3.2.3  Μέζοδος πίλαθα βαζκού 1 
Η παξαθάησ κεζνδνινγία βαζίδεηαη ζην Θεώξεκα 3.1 θαη αλαθέξεηαη ζηε 
δηαηαξαρή πνπ πξνθαιείηαη ζε έλαλ αόξηζην ζπκκεηξηθό πίλαθα A  από έλαλ 
θαηάιιειν πίλαθα δηαηαξαρήο E , κε ζθνπό ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο πνπ πξνθύπηεη  
(βιέπε Οξηζκό 2.5, ζρέζε (2.17)) λα είλαη έλαο ζεηηθά νξηζκέλνο πίλαθαο. Γηα ην 
ζθνπό απηό, ζύκθσλα κε ηελ (3.1), ρξεζηκνπνηώληαο έλα θαηάιιειν κε κεδεληθό 
πξαγκαηηθό δηάλπζκα x  θαηαζθεπάδεηαη έλαο ζεηηθά εκηνξηζκέλνο πίλαθαο E Txx , 
ν νπνίνο δηαηαξάζζεη όια ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα A , θαη πξνθύπηεη ν δηαηαξαγκέλνο 
πίλαθαο EA A   από ηε (2.17) .   
Σηε ζπλέρεηα παξαηίζεηαη ζε Matlab ν θώδηθαο ηεο κεζόδνπ πίλαθα βαζκνύ 1.  
 
 
Κώδηθας ηες κεζόδοσ πίλαθα βαζκού 1 




while ok==0  
      x=i*rand(n,1); 
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      E=x*x'; 
      DA=A+E; 
      i=i+0.001; 
      if min(eig(DA))>0 
         ok=1 ;    
      end 
      if i>200; 
         ok=1; 
      end 















ηνπ Παξαδείγκαηνο 3.1. Φξεζηκνπνηώληαο ην Κώδηθα ηεο κεζόδνπ πίλαθα βαζκνύ 1,  
λα ππνινγηζηεί ε δηαηαξαρή ώζηε ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο A  λα είλαη ζεηηθά 
νξηζκέλνο. 
Λύζε: 
Οη ηδηνηηκέο ηνπ ζπκκεηξηθνύ πίλαθα A  είλαη 
1 0.5404   ,   2 2.2265  ,   3 37.0239  , 
θαη ηπραίνπ κε κεδεληθνύ πξαγκαηηθνύ δηαλύζκαηνο 
 1.0185 0.1730 0.1099x   
από ηελ (3.1), ν πίλαθαο δηαηαξαρήο είλαη     
3
1.0374 0.1762 0.1120







Σηε ζπλέρεηα, από ηε (3.2) θαηαζθεπάδεηαη ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο  
3.3 3
12.7374 4.1862 17.0220








θαη νη ηδηνηηκέο ηνπ δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα 
3.2A   είλαη:    
1 0.0161  ,   2 2.2488  ,   θαη   3 37.5245  . 
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Άξα, ν πίλαθαο 
3.3A , πνπ πξνέθπςε κε ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ ζεηηθήο θύξηαο 




Παξαηεξώληαο ηηο ηξεηο κεζόδνπο δηαηαξαρήο ησλ αόξηζησλ πηλάθσλ, πνπ 
πξναλαθέξζεθαλ, δηαπηζηώλνπκε :  
(i) Σηε κέζνδν ηνπ ππεξηζρύνληνο δηαγώληνπ πίλαθα, ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο A  
δηαηεξεί όια ηα ζηνηρεία εθηόο δηαγσλίνπ ίζα κε ηα αληίζηνηρα ζηνηρεία ηνπ 
πίλαθα A , θαη όια ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ είλαη δηαθνξεηηθά από απηά ηνπ A . 
(ii) Σηε κέζνδν ησλ ζεηηθώλ θύξησλ ππν-νξηδνπζώλ, ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο A  
έρεη όια ηα ζηνηρεία εθηόο δηαγσλίνπ δηαθνξεηηθά από ηα αληίζηνηρα ζηνηρεία 
ηνπ πίλαθα A , ηα δηαγώληα ζηνηρεία ησλ δύν πηλάθσλ είλαη ίζα. 
(iii) Σηε κέζνδν ηνπ πίλαθα βαζκνύ 1, ν δηαηαξαγκέλνο πίλαθαο A  έρεη γηα ζηνηρεία 




3.2.4 Ορηζκέλα κέηρα ζύγθρηζες ηωλ κεζόδωλ  
Έζησ νη δηαηαξαγκέλνη πηλάθεο 3.1A , 3.2A , 3.3A , νη νπνίνη ππνινγίζηεθαλ ζηα 
Παξαδείγκαηα 3.1, 3.2, 3.3 ηεο Δλόηεηαο 3.2 θαη A  ν αόξηζηνο πίλαθαο ηνπ 
Παξαδείγκαηνο 3.1, όπνπ εθαξκόζηεθαλ νη αιγόξηζκνη ηνπ παξόληνο θεθαιαίνπ. 
Όπσο αλαθέξζεθε ζηελ πηπρηαθή εξγαζία κε ηίηιν «Διαηαραχή ιδιοηιμών 
ζυμμεηρικού πίνακα», ηεο απνθνηηήζαζαο ηνπ Τκήκαηόο καο Δηξήλεο Καιαζά, [12], 
έλα κέηξν ζύγθξηζεο ησλ κεζόδσλ δηαηαξαρήο κπνξεί λα είλαη ην θξηηήξην δηαθνξάο 
κεηαμύ ησλ αληίζηνηρσλ ζηνηρείσλ ησλ ζπγθξηλόκελσλ ζπκκεηξηθώλ πηλάθσλ, πνπ 
δίλεηαη από ηνλ ηύπν 
2 2(DA) ( )ij ij ij
i j i j
a a e
 
    , 
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δειαδή, πξόθεηηαη γηα ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγώλσλ ησλ αληίζηνηρσλ ( 1) / 2n n  
ζηνηρείσλ ηνπ πίλαθα δηαηαξαρήο. Σηελ παξνύζα εξγαζία σο θξηηήξην δηαθνξάο 
απνιύησλ ηηκώλ ρξεζηκνπνηνύκε  










   .                                    (3.15)      
Δπηπιένλ, έλα άιιν κέηξν ζύγθξηζεο κπνξεί λα απνηειέζεη ν δείθηες 
θαηάζηαζες (condition number) ηνπ πίλαθα nA M , πνπ νξίδεηαη σο ν ζεηηθόο 
πξαγκαηηθόο αξηζκόο  
                                       1
2 2
K( )A A A .                                              (3.16) 
Ο δείθηεο θαηάζηαζεο είλαη δείθηεο ηεο επζηάζεηαο ελόο γξακκηθνύ n n  
ζπζηήκαηνο θαη πξνζδηνξίδεη ηελ αμηνπηζηία ηεο αξηζκεηηθήο ηνπ επίιπζεο (γηα 
παξάδεηγκα, κε  ηε κέζνδν Gauss). Αλ ν K( )A  είλαη κηθξόο, θνληά ζην 1, ιέκε όηη ην 
ζύζηεκα είλαη εσζηαζές. Αλ ν K( )A  είλαη πνιύ κεγαιύηεξνο ηνπ 1, ηόηε ην ζύζηεκα 
ζεσξείηαη αζηαζές. Σπλήζσο, ν δείθηεο θαηάζηαζεο ππνινγίδεηαη από ηε θαζκαηηθή 
λόξκα, [4]. 
Σην επόκελν παξάδεηγκα γηα ηνλ αόξηζην πίλαθα A  ηνπ Παξαδείγκαηνο 3.1 
ππνινγίδνληαη κε Matlab όια ηα παξαπάλσ κέηξα, πνπ ζρεηίδνληαη κε ηε λόξκα 
γξακκήο θαη ηε θαζκαηηθή λόξκα (βιέπε Θεώξεκα 1.3), ηνπο ηύπνπο (3.15) θαη 
(3.16), θαη γηα ηνπο αληίζηνηρνπο πίλαθεο δηαηαξαρήο E , πνπ ππνινγίζηεθαλ ζηα 















ηνπ Παξαδείγκαηνο 3.1 θαη νη δηαηαξαγκέλνη πίλαθεο 3.1A , 3.2A , 3.3A  ησλ 
Παξαδεηγκάησλ 3.1, 3.2, 3.3, αληίζηνηρα.  
Να ζπγθξηζνύλ νη πίλαθεο ρξεζηκνπνηώληαο :  
i) λόξκα γξακκήο,  
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ii) θαζκαηηθή λόξκα,   
iii) θξηηήξην δηαθνξάο απόιπησλ ηηκώλ, θαη  
iv) δείθηε θαηάζηαζεο.  
Λύζε: 
Δθηόο από ηνλ πίλαθα A , νη δηαηαξαγκέλνη πίλαθεο πνπ απαηηνύληαη γηα ηε ζύγθξηζε 
είλαη νη αθόινπζνη:          




























    
 
i. Αξρηθά ππνινγίδνπκε, κε ρξήζε ηεο Matlab, ηε λόξκα γξακκήο θαη ηε 
θαζκαηηθή  λόξκα ησλ πηλάθσλ, όπνπ 
1 3.1E A A  ,   



































    
1 max 1 12
E (E E ) 9.2200T  , 
max2
( ) 37.0239TA A A  ,  
1 max 1 1
2
( ) 40.9855TA A A    
Σηε ζπλέρεηα, εθαξκόδνπκε ην θξηηήξην ηεο δηαθνξάο κε ηε ρξήζε απόιπησλ 
ηηκώλ από ηνλ (3.15).  
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   

  
Τέινο, ππνινγίδνπκε ην δείθηε θαηάζηαζεο από ηε ζρέζε (3.16) γηα ηνπο 
πίλαθεο A  ,
3.1A  θαη 1E   
1
2 2




K( ) 8.7475A A A    
1
1 1 12 2
K(E ) E E 30.7333   
ii. Δπαλαιακβάλνπκε ηελ ίδηα δηαδηθαζία θαη γηα ηνλ πίλαθα 3.2A  
   
2E 0.7966, 




















   

  




K( ) 5.4058 10A A A     
1
2 2 22 2
K(E ) E E 7.5362   
iii. Δπαλαιακβάλνπκε ηελ ίδηα δηαδηθαζία θαη γηα ηνλ πίλαθα 3.3A  























                                  
1 4
3 3 32 2
K(E ) E E 5.5355 10    
 
Τα παξαπάλσ απνηειέζκαηα ζπγθεληξσηηθά παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 3.1. 
Παξαηεξώληαο ζηνλ Πίλαθα 3.1, ηηο λόξκεο ηνπ πίλαθα δηαηαξαρήο E , γλσξίδνληαη 
όηη ε λόξκα 

 εμαξηάηαη από ην κέηξν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ πίλαθα, ζπκπεξαίλνπκε 




K( ) 2.3299 10A A A   
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αξρηθό πίλαθα A  είλαη ε κέζνδνο θύξησλ ππν-νξηδνπζώλ. Έπεηηα αθνινπζεί ε 
κέζνδνο πίλαθα βαζκνύ 1 θαη θαηόπηλ ε κέζνδνο ππεξηζρύνληνο δηαγώληνπ πίλαθα.  
 Τν ίδην ζπκπέξαζκα κπνξνύκε λα βγάινπκε παξαηεξώληαο ην θξηηήξην 
δηαθνξάο απόιπησλ ηηκώλ (KDA) .  Παξαηεξώληαο ην δείθηε θαηάζηαζεο K( )A , γηα 
ην δηαηαξαγκέλν πίλαθα 
3.1A  πνπ πξνθύπηεη από ηε κέζνδν ππεξηζρύνληνο δηαγώληνπ 
πίλαθα καο δίλεη θαιύηεξε επζηάζεηα ηνπ ζπζηήκαηνο από ηνλ αξρηθό A , όπσο 









































A  37.0239 37.0239 37.0239 
K( )A  68.5173 68.5173 68.5173 
A

 46.5600 46.5600 46.5600 
    
2
E  9.2200 0.6708 1.0794 
K(E)  30.7333 7.5362 5.3355 e+004 
E

 9.2200 0.7966 1.3256 
    
2
A  40.9855 36.3955 37.5245 
K( )A  8.7475 5.4058 e+003 2.3299e+004 
A

 46.8600 45.7634 46.703 
    
KDA   (3.15) 2.6950 0.1555 0.2823 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
Σηε ζπλέρεηα παξαηίζεηαη ζε Matlab νη θώδηθεο πνπ αλαπηύρζεθαλ ζηελ 
παξνύζα πηπρηαθή εξγαζία. 
Ο αθόινπζνο Κώδηθαο 1 δεκηνπξγήζεθε γηα ηνλ Αιγόξηζκν 2.2, πνπ 
βξίζθεηαη ζην Κεθάιαην 2, Ελόηεηα 2.3, ζύκθωλα κε ηε κέζνδν “γεληθεπκέλνπ 




pinakas=input('Δώζε ηον πίνακα A : ');         (Εηζαγωγή πίλαθα) 
                                                
[n m]=size(pinakas);                          (Υπνινγηζκόο κεγέζνπο 
[U,L]=eig(pinakas);                            θαη ηδηνηηκώλ πίλαθα) 
[n_idiot,m_idiot]=size(L);                         
 
k=1;                                           (Αξρηθνπνίεζε  
LA=0;                                           κεηαβιεηώλ) 
 
for j=1:1:n_idiot-1                            (Έιεγρνο  
    l=0;                                        δηαγωλνπνίεζεο  
    for i=j+1:1:n_idiot                         αξρηθνύ πίλαθα,  
        if l==0                                 ζύκθωλα κε 
          if i==n_idiot                         ηε Πξόηαζε 1.10) 
              LA(k,k)=L(j,j); 
              k=k+1; 
          end 
             if L(i,i)==L(j,j) 
                l=1; 
             end 
        end 
    end 
    LA(k,k)=L(n_idiot,n_idiot); 
end      
     
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly









































Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly






for i=2:1:k  
     M=(pinakas-(LA(i,i)*eye(n))); 
     Mol=Mol*M; 
 end 
     
         
a=input('Δώζε ηο a = ');                      (Εηζαγωγή παξακέηξωλ 
b=input('Δώζε ηο b = ');                                                        a θαη b) 
                                                                                                                       
 
[U,L]=eig(pinakas);                           (Υπνινγηζκόο ηδηνηηκώλ  
                                                                                                                θαη L δεμηώλ    
                                                                                                                ηδηνδηαλπζκάηωλ ηνπ  
[n_idiot,m_idiot]=size(L);                     πίλαθα) 
j=input('Δώζε ηον αριθμό ηης ιδιοηιμής ποσ θέλεις. π.τ. 
1,2,3....n για ηην κάθε ιδιοηιμή ανηίζηοιτα : '); 
   
V=inv(U);                                    (Υπνινγηζκόο αξηζηεξώλ  
W=V';                                         ηδηνδηαλπζκάηωλ) 
W(:,n);        
U(:,n); 
 
for e=1:1:1                                   (Δεκηνπξγία   θαη  
Earxiko=1*rand(n,n);                                                                 SE ,Οξηζκόο 2.5) 
Ea1=(Earxiko+Earxiko')/2; 
Ea2=(Earxiko-Earxiko')/2; 
Eab=(a*Ea1+b*Ea2);                            (Γεληθεπκέλνο  
                                                                                                                 κεηαζρεκαηηζκόο  
                                                                                                                 Levinger, Οξηζκόο 2.6) 
                                                                                                                
DA=pinakas+Eab;                               (Δηαηαξαρή πίλαθα,  
                                                                                                                 Οξηζκόο 2.7) 
 
 
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly












































Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly





SLO=0;                                        (Υπνινγηζκόο ηδηνηηκώλ, 
for k=1:1:n_idiot                             Θεώξεκα 2.5) 




  end 
 end     
 Lnew=(L(j,j)+(W(:,j)'*Eab*U(:,j))/(W(:,j)'*U(:,j)))+SLO; 
 
pr=abs(Lnew-L(j,j));                           (Υπνινγηζκόο    
                                                                                                                  πξνζεγγηζηηθνύ  
                                                                                                                  ζθάικαηνο) 
NEab=norm(Eab);                              (Υπνινγηζκόο 
2
E ,  
NEabF=norm(Eab,'fro');                         
F






  disp('Με αρτικό ησταίο πίνακα Ε :');         (Εθηύπωζε  
  Earxiko                                                                                               απνηειεζκάηωλ) 
  disp('Ο πίνακας Α είναι:');        
  A 
  disp('Ο πίνακας Ε είναι:');        
  Eab 
  disp('Ο καινούργιος διαηαραγμένος πίνακας,AE=A+E,είναι :'); 
  AE=DA 
  disp('Οι ιδιοηιμές ηοσ διαηαραγμένοσ πίνακα AE είναι :'); 
  eig(AE) 
  disp('Οι ιδιοηιμές ηοσ πίνακα A είναι :'); 
  eig(A)  
  disp('Το προζεγγιζηικού ζθάλμα είναι :'); 
  pr 
  disp('Η 2-νόρμα ηοσ E είναι :'); 
  NEab 
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  disp('Η Frobenius ηοσ E είναι :'); 
   NEabF 
   disp('Η θαζμαηική νόρμα ηοσ E είναι :'); 
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Παξαηίζεηαη ζε Matlab ν Κώδηθαο 2, πνπ πινπνηήζεθε γηα ηνλ ππνινγηζκό-
θαηαζθεπή δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα ζύκθωλα κε ηνλ Αιγόξηζκν 3.1, ν νπνίνο 
βαζίδεηαη ζηελ αληίζηνηρε ζεωξία ηνπ ππεξηζρύωληνο δηαγώληνπ πίλαθα, όπωο απηή 
δηαηππώζεθε ζην Κεθάιαην 2, Ελόηεηα 2.1 θαη ζην Κεθάιαην 3, ζηηο Ελόηεηεο 3.1-
3.2. 
 
Κώδικας  2 
A=input('Δώζε ηον αόριζηο πίνακα Α :');        (Εηζαγωγή πίλαθα) 
disp('Οι ιδιοηιμές ηοσ πίνακα A είναι :'); 
oidiotimes=eig(A )                                                                        (Υπνινγηζκόο  
                                                                                                                   ηδηνηηκώλ πίλαθα)      
[n,m]=size(A);                                 (Υπνινγηζκόο  
                                                                                                                   δηάζηαζεο πίλαθα) 
E=zeros(n,n);                                  (Δήιωζε κεηαβιεηώλ) 
d=0;              
z=0;              
vres_pinaka_E=0;  
 nai_i_oxi_enfanisi_pinaka_E=0;   
       
if n==m                                        (Έιεγρνο  
 for i=1:1:n                                    ζπκκεηξηθόηεηαο) 
  for j=1:1:n 
   if A(i,j)==A(j,i) 
      d=d+1;                                   (Δήιωζε κεηξεηή,  
                                                                                                                   πνπ κεηξά ην πιήζνο  
                                                                                                                   ηωλ ζηνηρείωλ ηνπ  
    if d==n*n                                  πίλαθα ) 
       disp('Ο πίνακας είναι ζσμμεηρικός '); 
       vres_pinaka_E=1 ;                      (Δήιωζε κεηαβιεηήο 1) 
 
       nai_i_oxi_enfanisi_pinaka_E= 
nai_i_oxi_enfanisi_pinaka_E+1; 
   end; 
  else 
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     z=z+1;                                    (Αιιαγή ηηκήο  




 if z>0                                        (Έιεγρνο κεηαβιεηήο) 
  disp('Ο πίνακας είναι ζσμμεηρικός ');        
 end; 
 
 if vres_pinaka_E==1                           (Έιεγρνο κεηαβιεηήο 1  
                                                                                                                   γηα ζπλέρηζε ηνπ  
                                                                                                                   πξνγξάκκαηνο) 
for i=1:1:n                                    (Υπνινγηζκόο πίλαθα  
   for j=1:1: n                                                                                  δηαηαξαρήο)                             
    if E(i,j)<-A(i,j) 
       diafora= abs(abs(E(i,j))-abs(A(i,j))); 
       E(i,j)=E(i,j)+diafora+0.1; 
       E(i+1,i)=E(i,i+1); 
     end 
      if i~=j 
       E(i,i)=E(i,i)+A(i,j)+E(i,j); 
      end;  
     end; 
      E(i,i)=E(i,i)-A(i,i)+0.00001;            (Πξνζζήθε ηνπ 10-5  
    end;                                                                                                γηα ηελ ηθαλνπνίεζε  
                                               ηεο ζρέζεο(2.16)) 
end                                                                                                             
if nai_i_oxi_enfanisi_pinaka_E==1              (Εθηύπωζε  
    disp('Ο πίνακας Α είναι :');               απνηειεζκάηωλ) 
    A 
   disp('Ο πίνακας E είναι :');        
    E 
   disp('Ο καινούργιος διαηαραγμένος πίνακας, AE=A+E,είναι 
:'); 
    AE=A+E 
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    disp('Οι ιδιοηιμές ηοσ διαηαραγμένοσ πίνακα AE είναι :'); 
    eig(AE) 
    disp('Οι ιδιοηιμές ηοσ πίνακα A είναι :'); 
    eig(A)  
 end                  
else  
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Παξαηίζεηαη ζε Matlab ν Κώδηθαο 3, πνπ πινπνηήζεθε γηα ηνλ ππνινγηζκό-
θαηαζθεπή δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα, ζύκθωλα κε ηνλ Αιγόξηζκν 3.2 πνπ αλαθέξζεθε 
ζηε κέζνδν ζεηηθώλ θύξηωλ ππν-νξηδνπζώλ  ζην Κεθάιαην 3, Ελόηεηα 3.2.2.  
 
Κώδικας 3  
A=input('Δώζε ηον πίνακα :');                  (Εηζαγωγή πίλαθα) 
 
[n m]=size(A);                                                        (Υπνινγηζκόο  
                                                                                                                  δηάζηαζεο πίλαθα) 
vres_pinaka_E=0;                               (Αξρηθνπνίεζε  




if n==m                                        (Έιεγρνο  
 for i=1:1:n                                                                                       ζπκκεηξηθόηεηαο  
  for j=1:1:n                                                                                    ηνπ πίλαθα) 
   if A(i,j)==A(j,i) 
      d=d+1;                                   (Δήιωζε κεηξεηή,  
                                                                                                                    πνπ κεηξά ην  
  if d==n*n                                     πιήζνο ηωλ ζηνηρείωλ  
    disp('Ο πίνακας είναι ζσμμεηρικός');        ηνπ πίλαθα) 
   if min(eig(A))>0                            (Έιεγρνο πξνζήκνπ  
      q=q+1;                                    ηωλ ηδηνηηκώλ ηνπ  
      disp('Ο πίνακας έτει θεηικές ιδιοηιμές');  πίλαθα) 
   end 
   if A(i,i)<0                                (Έιεγρνο γηα αξλεηηθό  
                                                                                                                 δηαγώλην ζηνηρείν ζηνλ  
                                                                                                                 πίλαθα) 
     disp('Ο πίνακας έτει ηοσλάτιζηον μία αρνηηική ηιμή ζηα 
διαγώνια ζηοιτεία ηοσ'); 
        q=q+1;                                 (Αιιαγή ηηκήο ζηε  
     end                                                                                              κεηαβιεηή) 
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if q==0                                        (Έιεγρνο κεηαβιεηήο  
   vres_pinaka_E=1 ;                            γηα ζπλέρηζε ηνπ  
     end                                          πξνγξάκκαηνο) 
 
end; 
  else 
   z=z+1;                                       (Αιιαγή ηηκήο ζηε  
   end;                                          κεηαβιεηή) 
 end; 
  if A(i,i)<0                                   (Τεξκαηηζκόο                  
                                                                                                                      πξνγξάκκαηνο όηαλ  
                                                                                                                      ππάξρεη αξλεηηθό  
                                                                                                                      δηαγώλην ζηνηρείν) 
    disp('Ο πίνακας έτει αρνηηική ηιμή ζηη διαγώνιο');  
    vres_pinaka_E=0; 
   end 
  end; 
  if z>0                          
  disp('Ο πίνακας δεν είναι ζσμμεηρικός'); 
  end;    
 else  
  disp('Ο πίνακας δεν είναι ηεηραγωνικός'); 
 end; 
 
DD=0;                                          (Δήιωζε κεηαβιεηώλ)  
e=1; 
nai_i_oxi_enfanisi_pinaka_E=0;       
  
if vres_pinaka_E==1                            (Έιεγρνο ηνπ δείθηε  
                                                                                                                    γηα ζπλέρηζε ηνπ  
                                                                                                                    πξνγξάκκαηνο) 
 for i=1:1:n;                                  (Υινπνίεζε κεζόδνπ  
     DD(i,i)=A(i,i);                            ζεηηθώλ θύξηωλ  
 end                                                                                                           ππν-νξηδνπζώλ,  
     BB=A-DD                                    Ελόηεηα 3.2.2) 
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for e=1:-0.001:0   
 if ok==0; 
  DA= DD+e*BB;  
 for i=1:1:n 
if det(DA(1:i,1:i))<0 
     ok=0; 
  else 
    ok=1;  
    DA1=DA; 
    e1=e; 
    nai_i_oxi_enfanisi_pinaka_E=1; 
  end 




if nai_i_oxi_enfanisi_pinaka_E==1                 (Εθηύπωζε  
   E=DA1-A;                                                                                                 απνηειεζκάηωλ) 
   e=e1; 
   disp('Ο πίνακας A είναι:');        
   A 
   disp('Ο πίνακας E είναι:');        
   E 
   disp('Ο καινούργιος διαηαραγμένος πίνακας, AE=A+E, είναι 
:'); 
   AE=A+E 
   disp('Οι ιδιοηιμές ηοσ διαηαραγμένοσ πίνακα AE είναι :'); 
   eig(AE) 
   disp('Οι ιδιοηιμές ηοσ πίνακα A είναι :'); 
   eig(A)  
   disp('Με μεηαβληηή διαηαρατής e:'); 
   e 
end 
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Τέινο, παξαηίζεηαη ζε Matlab ν Κώδηθαο 4, πνπ δεκηνπξγήζεθε γηα ηνλ 
ππνινγηζκό δηαηαξαγκέλνπ πίλαθα ζύκθωλα κε ην Θεώξεκα Weyl  ζην Κεθάιαην 3, 
Ελόηεηα 3.1, κε ζθνπό λα πξαγκαηνπνηεζεί δηαηαξαρή ελόο αόξηζηνπ (ζπκκεηξηθνύ) 




A=input('Δώζε ηον πίνακα : ');                                      (Εηζαγωγή πίλαθα) 
 
[n m]=size(A);                                (Υπνινγηζκόο κεγέζνπο) 
 





if n==m                                       (Έιεγρνο  
 for i=1:1:n                                  ζπκκεηξηθόηεηαο 
  for j=1:1:n                                                                                 ηνπ πίλαθα) 
   if A(i,j)==A(j,i) 
      d=d+1;                                  (Δήιωζε κεηξεηή,  
    if d==n*n                                 πνπ κεηξά ην πιήζνο 
                                                                                                                ηωλ ζηνηρείωλ ηνπ   
    disp('Ο πίνακας είναι ζσμμεηρικός');                πίλαθα) 
     if min(eig(A))>0                         (Έιεγρνο πξνζήκνπ ηωλ  
      q=q+1;                                  ηδηνηηκώλ ηνπ πίλαθα) 
 
      disp('Ο πίνακας έτει θεηικές ιδιοηιμές'); 
     end 
    if A(i,i)<0                               (Έιεγρνο γηα αξλεηηθό  
                                                                                                                 δηαγώλην ζηνηρείν ζηνλ  
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       disp('Ο πίνακας έτει αρνηηική ηιμή ζηη διαγώνιο'); 
       q=q+1; 
    end 
    if q==0                                   (Έιεγρνο κεηαβιεηήο  
       vres_pinaka_E=1 ;                      γηα ζπλέρηζε ηνπ  
    end                                        πξνγξάκκαηνο) 
   end; 
  else 
   z=z+1;                                     (Αιιαγή ηηκήο ζηε  
   end;                                        κεηαβιεηή) 
  end; 
  if A(i,i)<0                                 (Τεξκαηηζκόο  
                                                                                                                 πξνγξάκκαηνο όηαλ  
                                                                                                                 ππάξρεη αξλεηηθό  
                                                                                                                 δηαγώλην ζηνηρείν) 
     disp('Ο πίνακας έτει αρνηηική ηομή ζηη διαγώνιο');  
     vres_pinaka_E=0; 
  end 
 end; 
 if z>0                            
 disp('Ο πίνακας δεν είναι ζσμμεηρικός'); 
 end; 
else  
   disp('Ο πίνακας δεν είναι ηεηραγωνικός'); 
end; 
 







if vres_pinaka_E==1   
   E=zeros(n,n);                               (Δεκηνπξγία κεδεληθνύ  
                                                                                                                  πίλαθα) 
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   lmin=abs(min(eig(A)));                                                      (Υπνινγηζκόο  
                                                                                                                   κηθξόηεξεο ηδηνηηκήο  
   x=0.005;                                     θαηά απόιπην ηηκή) 
 for i=1:1:n; 
     E(i,i)=lmin+x; 
     x=x+0.001; 
 end 




 det(DA);                                                                                             (Εθηύπωζε  
 e=e1;                                          απνηειεζκάηωλ) 
 disp('Ο πίνακας A είναι :');        
 A 
 disp('Ο πίνακας E είναι :');        
 E 
 disp('Ο καινούργιος διαηαραγμένος πίνακας, AE=A+E, είναι :'); 
 AE=DA 
 disp('Οι ιδιοηιμές ηοσ διαηαραγμένοσ πίνακα AE είναι :'); 
 eig(AE) 
 disp('Οι ιδιοηιμές ηοσ πίνακα A είναι :'); 
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Περίληψη  
 
     Σθοπός  ηες  παρούζας  πηστηαθής είλαη ε κειέηε ηφλ δηαηαρατώλ ηφλ  ηδηοηηκώλ  
ελός πίλαθα. Σσγθεθρηκέλα, παροσζηάδοληαη γεληθά ζεφρήκαηα δηαηαρατώλ ησταίοσ 
πίλαθα, θαζώς θαη ζεφρήκαηα δηαηαρατώλ Eρκηηηαλώλ θαη ζσκκεηρηθώλ πηλάθφλ κε 
απώηερο ζθοπό ηελ εθαρκογή ηοσς, ζε ποηθίιες επηζηεκοληθές περηοτές. 
Το Geršgorin ζεώρεκα θαη ε γεληθεσκέλε ζεώρεκα Levinger είλαη οη δύο ζεφρήκαηα 
ποσ τρεζηκοποηούληαη προθεηκέλοσ λα δηαηαρατζεί ο πίλαθας. Αλαπηύζζοληαη δσο 
αιγόρηζκοη, ποσ εληοπίδοσλ ηελ περηοτή ηοσ επηπέδοσ ζηελ οποία αλήθεη ηο θάζκα 
ελός ησταίοσ πίλαθα θαζώς θαη ηοσ δηαηαραγκέλοσ ηοσ. Αλαθέροληαη κέζοδοη 
δηαηαρατής, ποσ αλαπηύτζεθαλ γηα ηελ κεηαηροπή ελός αόρηζηοσ πίλαθα ζε ζεηηθά 
ορηζκέλο. Οη αόρηζηοη πίλαθες, ελδετοκέλφς λα έτοσλ προθύυεη από κεζόδοσς 
αλάισζες βηοχαηρηθώλ δεδοκέλφλ, δηαηαράζζοληαη κε ηελ εθαρκογή ηφλ αθόιοσζφλ 
κεζόδφλ: κέζοδος σπερηζτύοληος δηαγώληοσ πίλαθα, κέζοδος ζεηηθώλ θύρηφλ σπο-
ορηδοσζώλ, κέζοδος πίλαθα βαζκού 1. 
Η ζύγθρηζε ηφλ κεζόδφλ δηαηαρατής γίλεηαη κε ηε τρήζε ορηζκέλφλ κέηρφλ, όπφς 
είλαη ε λόρκα γρακκής, ε θαζκαηηθή λόρκα, ηο θρηηήρηο δηαθοράς αποιύηφλ ηηκώλ 
θαζώς θαη ο δείθηες θαηάζηαζες. Γηα όιες ηης παραπάλφ κεζόδοσς αλαπηύτζεθαλ θαη 
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     This dissertation aims to examine the perturbation of matrix eigenvalues. We 
present and implement the theorems which are related to the perturbation of the 
matrix as well as the theorems that apply to the perturbation of Hermitian and 
symmetric one.   
The Geršgorin theorem and the generalised Levinger’s theorem are the two theorems 
that are used in order for the perturbation matrix to be developed. We refer to 
perturbation methods that have been developed in order an infinite matrix to be 
transformed to a positive definite one. The infinite matrices have possibly derived 
from statistical analysis and are perturbed by following methods such as the method 
of strictly diagonally dominant, the method of the positive sub-determinant, the 
method of full rank matrix.  
The matrix norms (the spectral norm, the infinite norm) and the condition number are 
some measures that are used, so as to compare the perturbation methods. For all the 
above mentioned measures new codes on Matlab have been implemented and 
developed. 
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 (άρθρο 8 Ν.1599/1986) 
 
Η ακρίβεια ηων ζηοιχείων που υποβάλλονηαι με αυηή ηη δήλωζη μπορεί να ελεγχθεί με βάζη ηο αρχείο άλλων υπηρεζιών (άρθρο 8 
παρ. 4 Ν. 1599/1986) 
 
 
ΠΡΟ΢: Παλεπηζηήκην Θεζζαιίαο, ΢ρνιή Θεηηθώλ Επηζηεκώλ 
Ο – Η Όλνκα:  Επώλπκν:  
Όλνκα θαη Επώλπκν Παηέξα:   
Όλνκα θαη Επώλπκν Μεηέξαο:  
Ηκεξνκελία γέλλεζεο
(1)
:   
Σόπνο Γέλλεζεο:  
Αξηζκόο Δειηίνπ Σαπηόηεηαο:  Σει:  
Σόπνο Καηνηθίαο:  Οδόο:  Αξηζ:  ΣΚ:  





Με αηνκηθή κνπ επζύλε θαη γλωξίδνληαο ηηο θπξώζεηο 
(2
, πνπ πξνβιέπνληαη από ηεο δηαηάμεηο ηεο παξ. 6 ηνπ άξζξνπ 22 ηνπ 
Ν. 1599/1986, δειώλω όηη: 
1.    Δεν παπαθέηω κομμάηια βιβλίων ή άπθπων ή επγαζιών άλλων αςηολεξεί χωρίς να τα περικλείω σε εισαγωγικά 
και σωπίρ να αναθέπω ηο ζςγγπαθέα, ηη σπονολογία, ηη ζελίδα. Η αςηολεξεί παπάθεζη σωπίρ ειζαγωγικά σωπίρ 
αναθοπά ζηην πηγή, είναι λογοκλοπή. Πέπαν ηηρ αςηολεξεί παπάθεζηρ, λογοκλοπή θεωπείηαι και η παπάθπαζη 
εδαθίων από έπγα άλλων, ζςμπεπιλαμβανομένων και έπγων ζςμθοιηηηών μος, καθώρ και η παπάθεζη ζηοισείων 
πος άλλοι ζςνέλεξαν ή επεξεπγάζθηκαν, σωπίρ αναθοπά ζηην πηγή. Αναθέπω πάνηοηε με πληπόηηηα ηην πηγή 
κάηω από ηον πίνακα ή ζσέδιο, όπωρ ζηα παπαθέμαηα. 
2.    Δέσομαι όηι η αςηολεξεί παράθεση χωρίς εισαγωγικά, ακόμα κι αν ζςνοδεύεηαι από αναθοπά ζηην πηγή ζε 
κάποιο άλλο ζημείο ηος κειμένος ή ζηο ηέλορ ηος, είναι ανηιγπαθή. Η αναθοπά ζηην πηγή ζηο ηέλορ π.σ. μιαρ 
παπαγπάθος ή μιαρ ζελίδαρ, δεν δικαιολογεί ζςππαθή εδαθίων έπγος άλλος ζςγγπαθέα, έζηω και 
παπαθπαζμένων, και παποςζίαζή ηοςρ ωρ δική μος επγαζία.  
3.    Δέσομαι όηι ςπάπσει επίζηρ πεπιοπιζμόρ ζηο μέγεθορ και ζηη ζςσνόηηηα ηων παπαθεμάηων πος μποπώ να ενηάξω 
ζηην επγαζία μος ενηόρ ειζαγωγικών. Κάθε μεγάλο παπάθεμα (π.σ. ζε πίνακα ή πλαίζιο, κλπ), πποϋποθέηει ειδικέρ 
πςθμίζειρ, και όηαν δημοζιεύεηαι πποϋποθέηει ηην άδεια ηος ζςγγπαθέα ή ηος εκδόηη. Το ίδιο και οι πίνακερ και 
ηα ζσέδια 
4. Δέσομαι όλερ ηιρ ζςνέπειερ ζε πεπίπηωζη λογοκλοπήρ ή ανηιγπαθήρ. 
 
Ηκεξνκελία:      ……/..…/20…… 
 





(1) Αναγπάθεηαι ολογπάθυρ.  
(2) «Όποιορ εν γνώζει ηος δηλώνει τεςδή γεγονόηα ή απνείηαι ή αποκπύπηει ηα αληθινά με έγγπαθη ςπεύθςνη 
δήλυζη ηος άπθπος 8 ηιμυπείηαι με θςλάκιζη ηοςλάσιζηον ηπιών μηνών. Εάν ο ςπαίηιορ αςηών ηυν ππάξευν 
ζκόπεςε να πποζποπίζει ζηον εαςηόν ηος ή ζε άλλον πεπιοςζιακό όθελορ βλάπηονηαρ ηπίηον ή ζκόπεςε να 
βλάτει άλλον, ηιμυπείηαι με κάθειπξη μέσπι 10 εηών. 
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 17:20:41 EET - 137.108.70.7
  
 
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 17:20:41 EET - 137.108.70.7
 Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 17:20:41 EET - 137.108.70.7
